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Çàäà÷è î äåòåðìèíèðîâàííîì è õàîòè-
÷åñêîì ïåðåõîäàõ â áèñòàáèëüíûõ ñè-
ñòåìàõ íà ïëîñêîñòè

Ïðåäèñëîâèå

Â 1937 ãîäó À.À.Àíäðîíîâ è Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèí îïóáëèêîâàëè
[17] íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ãëàä-
êîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè ê ìíîæåñòâó �ãðóáûõ�
(ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ) ñèñòåì. Òàê êàê ìíîæåñòâî �ãðóáûõ�
ñèñòåì, ðàññìàòðèâàåìûõ íà îãðàíè÷åííîé è çàìêíóòîé îáëàñòè
ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âñþäó ïëîòíûì ìíîæå-
ñòâîì â ñîîòâåòñòâóþùåì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî âñå �íåãðó-
áûå� (ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâûå) ñèñòåìû çàïîëíÿþò ãðàíèöû
ìåæäó îáëàñòÿìè ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè â ýòîì ôóíêöèî-
íàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ðàññìàò-
ðèâàòü ðàçëè÷íûå êîëåáàòåëüíûå ðåæèìû ïðè áèôóðêàöèè äâó-
ìåðíûõ ñèñòåì. Äàëüíåéøåå ðàñøèðåíèå òåîðèè ãðóáûõ ñèñòåì
è ñèñòåì ïåðâîé ñòåïåíè íåãðóáîñòè â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå è ïðè
íàëè÷èè ïîñòîÿíî äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèé (óïðàâëåíèé) ãîâî-
ðèò î áîëüøèõ âîçìîæíîñòÿõ å¼ ïðèìåíåíèÿ äëÿ àíàëèçà è ñèí-
òåçà êîíêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [15].

Ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè ñëàáî âîçìóùàåìûõ ìåõàíè÷å-
ñêèõ, ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ è áèîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì è ôîðìè-
ðîâàíèè çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ èìè ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ïåðåõîäû
ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-
þò ñëó÷àè, êîãäà äëÿ íåâîçìóùàåìîé ñèñòåìû âûõîä çà ãðàíèöó
îáëàñòè óñòîé÷èâîãî äâèæåíèÿ íåâîçìîæåí. Âîçíèêàåò âîïðîñ î
òîì, ìîãóò ëè ìàëûå äåòåðìèíèðîâàííûå âîçìóùåíèÿ ïðèâåñòè
ê êà÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ äèíàìèêè ñèñòåìû, ò.å. åå ïåðåõîäó
îò ðåæèìà äâèæåíèé â îêðåñòíîñòè ïðèòÿãèâàþùåãî ìíîæåñòâà
îäíîãî àòòðàêòîðà (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ èëè àñèìïòîòè÷åñêè îðáèòàëüíî óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíî-
ãî öèêëà) ê êà÷åñòâåííî èíîìó ðåæèìó äâèæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè,
ê äâèæåíèþ â îêðåñòíîñòè ïðèòÿãèâàþùåãî ìíîæåñòâà äðóãîãî
àòòðàêòîðà. Â ïîñîáèè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è äëÿ íåëè-
íåéíûõ âîçìóùàåìûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè, ïîçâîëÿþùèå ïîëó-
÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î ïðè÷èíàõ òàêèõ èçìåíåíèé è äàëüíåéøåì
ïîâåäåíèè ñèñòåìû. Ïðåäëàãàåìûå ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà äî-
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ñòàòî÷íî ïðîñòûõ äëÿ ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìàõ, ýôôåêòèâíû äëÿ
ïðèëîæåíèé [14].

Â ÷àñòè 1, ðàçäåëû 2.2, 3.2, 4.1, 4.2, 5.1 è 8 íàïèñàíû
Ê.Â.Òèõîíîâîé, îñòàëüíûå ðàçäåëû íàïèñàíû àâòîðàìè ñîâìåñò-
íî. ×àñòü 2 íàïèñàíà À.Â.Âëàõîâîé.

×àñòü 1. Äåòåðìèíèðîâàííûé ïåðåõîä â áè-
ñòàáèëüíîé ñèñòåìå

1. Âîçìóùàåìûå ñòàáèëüíûå ñèñòåìû íà
ïëîñêîñòè

1.1. Ââåäåíèå. Ðàññìîòðèì ãðóáóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó
[15] ïðè íàëè÷èè ïîñòîÿííîäåéñòâóþùåãî âîçìóùåíèÿ, èçâåñòíî-
ãî ñ òî÷íîñòüþ äî ôóíêöèîíàëüíîãî ìíîæåñòâà:{

ẏ = f(y, v1(t)) = ϕ0(y) + ϕ1(y)v1, y(0) ∈ G ⊂ R2;

v1(·) ∈ V = {v1(·) ∈ KC| |v1(t)| 6 δ1},
(1)

ãäå ϕ0(y), ϕ1(y) � ãëàäêèå ôóíêöèè ïðè y ∈ G, G � îãðàíè÷åííîå
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Â îòñóòñòâèå âîçìóùåíèÿ (v1(t) ≡ 0, t ∈
(−∞,∞)) ìû èìååì ñèñòåìó ñ ãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòüþ, çàäàííîé
íà çàìêíóòîé îáëàñòè G ôàçîâîé ïëîñêîñòè:

ẏ = f(y, 0) = ϕ0(y). (2)

Â äàëüíåéøåì â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Àíäðîíîâà�
Ïîíòðÿãèíà [15] áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ãðóáûå
ñèñòåìû (2), êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâûõ îñîáûõ òî÷åê è àñèìïòîòè÷åñêè îðáèòàëüíî
óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â ïðÿìîì èëè îáðàòíîì âðå-
ìåíè. Òàêèå ñèñòåìû áóäåì íàçûâàòü ñòàáèëüíûìè ñèñòåìàìè.
Ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèÿ v1(t) (0 6 t <∞) ñèñòåìà (1) ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ
àòòðàêòîðîâ ñèñòåìû (2), ìîæåò ïîêèíóòü îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ
äàííîãî àòòðàêòîðà è ïåðåéòè â îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ äðóãîãî
àòòðàêòîðà èëè âîîáùå îêàçàòüñÿ â áîëåå ñëîæíîé ñèòóàöèè.
Äëÿ àíàëèçà òàêèõ ñèòóàöèé íåîáõîäèìî äàòü ñîîòâåòñòâóþùèå
îïðåäåëåíèÿ.

1.2. Ðîáàñòíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïðè ïîñòîÿííîäåéñòâó-
þùåì âîçìóùåíèè. Ïóñòü y0 � òî÷å÷íûé àòòðàêòîð, ò. å.
f(y0, 0) = 0 (y0 ∈ int(G), ϕ0(y0) = 0). Ââåäåì îòêëîíåíèå x =
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y − y0 è ïîëó÷èì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå â îòêëîíåíèÿõ ñ ôóíê-
öèîíàëüíûì âêëþ÷åíèåì:{

ẋ = ϕ0(y0 + x) + ϕ1(y0 + x)v1(t)

v1(·) ∈ V = {v1(·) ∈ KC| |v1(t)| 6 δ1},
(3)

ãäå ϕ0(y0) = 0. Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèå y0 îïó-
ñòèì. Îïðåäåëåíèå ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè íåâîçìóùàåìîãî ñî-
ñòîÿíèÿ x ≡ 0 ñèñòåìû (3) (ïðè x(0) = 0 è v1(t) ≡ 0) áûëî äàíî
Ã.Í. Äóáîøèíûì è È.Ã. Ìàëêèíûì â ñîðîêîâûõ ãîäàõ ïðîøëîãî
âåêà [16].

Îïðåäåëåíèå. Íåâîçìóùàåìîå (x(0) = 0, v1(t) ≡ 0) ñîñòîÿ-
íèå x(t) ≡ 0 ñèñòåìû (3) íàçûâàåòñÿ ðîáàñòíî óñòîé÷èâûì ïðè
íà÷àëüíîì x(0) è ïîñòîÿííîäåéñòâóþùåì v1(t) âîçìóùåíèÿõ, åñ-
ëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò δ0 = δ0(ε) > 0 è δ1 = δ1(ε) > 0,
òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:
åñëè ∥x(0)∥ 6 δ0 è |v1(t)| 6 δ1 äëÿ t > 0, òî ∥x(t)∥ 6 ε äëÿ ∀t > 0.

Ðàññìîòðèì â ñîîòâåòñòâèè ñ (3) ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, ëè-
íåéíóþ ïî îòêëîíåíèÿì:{

ẋ = (A0 +A1v1(t))x+ bv1(t),

v1(·) ∈ V = {v1(·) ∈ KC| |v1(t)| 6 δ1},
(4)

ãäå A0 = ∂ϕ0(0)
∂x , A1 = ∂ϕ1(0)

∂x , b = ϕ1(0).
Â ñëó÷àå åñëè ϕ1(0) = 0, ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ïî

îòêëîíåíèÿì ñ ôóíêöèîíàëüíûì âêëþ÷åíèåì{
ẋ = A(v1(t))x,

v1(·) ∈ V = {v1(·) ∈ KC| |v1(t)| 6 δ1},
(5)

ãäå A(v1) = A0 +A1v1.
Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðîáàñòíóþ

óñòîé÷èâîñòü êàê àáñîëþòíóþ óñòîé÷èâîñòü, ò. å. êàê àñèìïòî-
òè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû (5) ïðè ëþáîì
ïàðàìåòðè÷åñêîì âîçìóùåíèè v1(t) èç ôóíêöèîíàëüíîãî ìíîæå-
ñòâà V . Ïðè ýòîì ñèñòåìà (5) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé,
áóäó÷è ìíîæåñòâîì ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì âîçìó-
ùåíèåì v1(t) ∈ V . Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíûé
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû (5) ñóùå-
ñòâóåò è îòðèöàòåëåí [2].

1.3. Ïðè ϕ1(0) ̸≡ 0 èìååì áèëèíåéíûé âàðèàíò (4), ãäå ìàòðè-
öà A(v1) ãóðâèöåâà ïðè ëþáîì ïîñòîÿííîì v1 ∈ [−δ1, δ1]. Ïóñòü
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x(0) = 0, òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (4) ïðåäñòàâèìî â âèäå èíòå-
ãðàëà Êîøèx(t1) =

t1∫
0

Xv(t1)X
−1
v (t)bv1(t)dt;

v1(·) ∈ V = {v1(·) ∈ KC| |v1(t)| 6 δ1},
(6)

ãäå Xv(t) åñòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ íîðìèðîâàííàÿ (Xv(0) = E2)
ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîçìóùåíèþ v1(·) ∈ V , ò. å. êàæäûé
ýëåìåíò xij(t, v(·)) ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì, çàäàííûì
íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé v1(t), t ∈ [0, t1].

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå âñåõ äîñòè-
æèìûõ òî÷åê x(t1) ïðè íàëè÷èè ïîñòîÿííîäåéñòâóþùèõ âîçìó-
ùåíèé v1 ∈ V � ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè Dt1 [10]. Åñëè ñó-
ùåñòâóåò èíòåãðàë Êîøè ïðè t1 → ∞, èìååò ñìûñë ðàññìîò-
ðåòü ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòèD∞ âîçìóùàåìîé ñèñòåìû (4) ïðè
t1 → ∞ êàê ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ:x(v1(·)) = lim

tk→∞

tk∫
0

Xv(tk)X
−1
v (t)bv1(t)dt,

v1(·) ∈ V = {v1(·) ∈ KC| |v1(t)| 6 δ1}.
(7)

2. Îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ òî÷å÷íîãî àòòðàêòî-
ðà è ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè
ïðè íàëè÷èè ïîñòîÿííî äåéñòâóþùåãî âîç-
ìóùåíèÿ

Äëÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû (4) ïðè îòñóòñòâèè ïî-
ñòîÿííî äåéñòâóþùåãî âîçìóùåíèÿ v1(t) è âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
Ãóðâèöà äëÿ ìàòðèöû A0 îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ òî÷å÷íîãî àò-
òðàêòîðà x = 0 ÿâëÿåòñÿ âñÿ ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü. Â ñëó÷àå ïðè-
ñóòñòâèÿ ïîñòîÿííî äåéñòâóþùåãî âîçìóùåíèÿ (ÏÄÂ), ïóñòü äà-
æå ìàëîãî (δ1 < 1), îïèñàíèå îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ
áîëåå ñëîæíûì, òàê êàê ÏÄÂ ìîæåò óâåñòè òðàåêòîðèþ ñèñòå-
ìû îò òî÷å÷íîãî àòòðàêòîðà â ëþáóþ òî÷êó ìíîæåñòâà äîñòè-
æèìîñòè (7). Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè ÏÄÂ
âîçíèêàåò çàäà÷à âàðèàöèîííîãî àíàëèçà âëèÿíèÿ ÏÄÂ íà îá-
ëàñòü ïðèòÿæåíèÿ òî÷å÷íîãî àòòðàêòîðà {x = 0}. Ïîÿñíèì ýòî
íà êîíêðåòíûõ òðåõ çàäà÷àõ. Â êà÷åñòâå òî÷å÷íîãî àòòðàêòîðà
áóäåì ðàññìàòðèâàòü óñòîé÷èâûé ôîêóñ.
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Ðàññìîòðèì âîçìóùàåìóþ ñòàáèëüíóþ ñèñòåìó, ïðåäñòàâëåí-
íóþ â áåçðàçìåðíîì âèäå:{

ẍ1 + 2µ1ẋ1 + (1 + av1(t))x1 = bv1(t);

v1(·) ∈ V = {v1(·) ∈ KC| |v1(t)| 6 δ1 < 1},
(8)

Óðàâíåíèÿìè (8), â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàþòñÿ ìàëûå êîëåáàíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïîäâåñà ïî íà-
êëîííîé ïðÿìîé ñ îãðàíè÷åííûì ïî ìîäóëþ óñêîðåíèåì, èç-
âåñòíûì ñ òî÷íîñòüþ äî ôóíêöèîíàëüíîãî ìíîæåñòâà V . Çäåñü
0 < µ <

√
1− aδ1; a = {0, 1}, b = {0, 1} � êîýôôèöèåíòû ïàðà-

ìåòðè÷åñêîãî è àääèòèâíîãî ïðèñóòñòâèÿ âîçìóùåíèÿ â ñèñòåìå.
Ïðè ëþáîì ïîñòîÿííîì v1(t) ≡ const ∈ [−δ1, δ1] îäíîðîäíàÿ

ïîäñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ êîëåáàòåëüíîé.
2.1. Çàäà÷à 1. Ïóñòü a = 1, b = 0, òîãäà ñèñòåìà (8) ïðèíè-

ìàåò âèä
ẍ1 + 2µẋ1 + (1 + v1(t))x1 = 0 (9)

Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå àáñîëþòíîé
óñòîé÷èâîñòè çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [3]:

ln
√
k1 < ϕ1(k1, β)

èëè â âèäå íåðàâåíñòâà, èìåþùåì ôèçè÷åñêèé ñìûñë:

µ >

√
1− δ1
β0

. (10)

Çäåñü k1 = 1+δ1
1−δ1 , β = 1−δ1

µ2 , ϕ1(k1, β) =
π−arctg

√
k1β−1√

k1β−1
+ arctg

√
β−1√

β−1
,

ãäå β0 � åäèíñòâåííûé êîðåíü òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ
(Ðèñ. 1)

ϕ1(k1, β) = ln
√
k1 (11)

ïðè 1 < β <∞.
Ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ïóòåì îòûñêàíèÿ íàèõóäøåãî ïàðàìåòðè-

÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ èç ðàññìàòðèâàåìîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ìíî-
æåñòâà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì îòêëîíåíèè íà �ïî-
ëóïåðèîäå� êîëåáàíèé àáñîëþòíî êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû [3] ñ
ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (îáîáùåííàÿ çàäà÷à
Áóëãàêîâà î ìàêñèìàëüíîì îòêëîíåíèè).

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûé îïòèìàëüíûé ñèíòåç (v01 =
−δ1 sign(x1ψ2) = −δ1 sign(x1x′1)), ãäå ψ2 � êîîðäèíàòà ñè-
ñòåìû, ñîïðÿæåííîé ê ñèñòåìå (9)) ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î
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Ðèñ. 1. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11)

ìàêñèìàëüíîì îòêëîíåíèè íà �ïîëóïåðèîäå� äëÿ ôèêñèðî-
âàííîãî δ1 ∈ (0, 1) íàõîäèì ïàðàìåòðèçîâàííîå ïî �µ� è �δ1�
ìíîæåñòâî àâòîíîìíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñèñòåì

ẍ1 + 2µẋ1 + (1− δ1 sign(x1ẋ1))x1 = 0, (12)

ãäå µ ∈ (0,
√
1− δ1).

Ïðè µ ∈ (0, µ∗) ∪ (µ∗,
√
1− δ1), ãäå µ∗ =

√
1−δ1
β0

, ñèñòåìó (12)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãðóáóþ ñèñòåìó [15].
Íåðàâåíñòâî (10) èìååò ÷åòêî âûðàæåííûé äèíàìè÷åñêèé

ñìûñë: òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî íåðàâåíñòâà äèññèïàöèÿ
ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû (9) òàêîâà, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ïðèòîê
ýíåðãèè çà ñ÷åò ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ, ïàðàìåòðè÷åñêèé
ðåçîíàíñ îòñóòñòâóåò.

Ïðèìåð 1. Ïðè δ1 = 0, 1 äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ àáñî-
ëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
µ > 0, 032 (çäåñü è äàëåå óêàçàíû òîëüêî ïåðâûå òðè çíà÷àùèå
öèôðû ÷èñëà), ò. å. ïðè 0 < µ 6 0, 032 ñèñòåìà (9) íå ÿâëÿåòñÿ
àáñîëþòíî óñòîé÷èâîé. Îáëàñòü äîñòèæèìîñòè D∞ ïðè âûïîë-
íåíèè (10) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè x = 0.

2.2. Çàäà÷à 2. Ïóñòü a = 0, b = 1, òîãäà ñèñòåìà (8) ïðèíè-
ìàåò âèä {

ẍ1 + 2µẋ1 + x1 = v1(t);

v1(·) ∈ V = {v1(·) ∈ KC| |v1(t)| 6 δ1 < 1},
(13)

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå òåîðåìû Ìàëêèíà
[16], ñîãëàñíî êîòîðîìó ñòàöèîíàðíîå íåâîçìóùàåìîå ñîñòîÿíèå
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x1 ≡ 0 ðîáàñòíî óñòîé÷èâî ïðè ïîñòîÿííîäåéñòâóþùèõ âîçìóùå-
íèÿõ, åñëè ìàòðèöà A0 ÿâëÿåòñÿ ãóðâèöåâîé ìàòðèöåé. Ñèñòåìà
(8) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä (4), ãäå A1 = 0 è A0 � ãóðâèöåâà
ìàòðèöà (Reλ = α < 0).

Ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íóþ îöåíêó êà÷åñòâà ðîáàñòíîé óñòîé-
÷èâîñòè, ïîñòðîèâ ãëîáàëüíî îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûé ïðåäåëü-
íûé öèêë, îïèñûâàþùèé îáëàñòü äîñòèæèìîñòè D∞ (7) ñèñòåìû
(13), (ïðè t1 → ∞). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î
ìàêñèìàëüíîì îòêëîíåíèè íà �ïîëóïåðèîäàõ� êîëåáàíèé (çàäà÷à
Áóëãàêîâà ñ íåôèêñèðîâàííûì t1) ïî x1 [8] è ñòðîèòñÿ ïðåäåëü-
íûé öèêë. Ìíîæåñòâî òî÷åê âíóòðè öèêëà âìåñòå ñî ìíîæåñòâîì
òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ öèêëó, îáðàçóþò ìíîæåñòâî äîñòèæèìî-
ñòè D∞.

Ðåøåíèå çàäà÷è î íàõîæäåíèè ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ ëè-
íåéíîé ñèñòåìû [1] ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê ïîèñê ìèíèìóìà
ôóíêöèîíàëà

ϕ0(x1(t1)) = x1(t1) → min
|v1(t)|6δ1

, x1(0) = α0 > 0,

x2(0) = x2(t1) = 0, x2(t) ̸= 0∀t ∈ (0, t1).

Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä:

H(ψ, x, v1) = ψT f = (ψ1 ψ2)

(
x2

−x1 − 2µx2 + v1

)
=

= ψ1x2 + ψ2[−x1 − 2µx2 + v1],

ãäå ψ(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû, ñîïðÿæåííîé ê ñèñòåìå (13).
Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ: òðàíñâåðñàëüíîñòè (ψ1(t1) = −λ0 6 0);

ñòàöèîíàðíîñòè (H(t1) = ψ2(t1)[−x1(t1)+v1(t1)] = 0); ìàêñèìóìà
ôóíêöèè Ïîíòðÿãèíà, ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ íàèõóä-
øåãî âîçìóùåíèÿ:

v1(t) = δ1 · signψ2(t).

Íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåíè t ∈ (0, t1) ïåðåìåííàÿ ψ2 ïðèíèìà-
åò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó v1(t) ≡ −1 è ñèñòåìà
(13), çàïèñàííàÿ â îáðàòíîì âðåìåíè τ = t1 − t, ïðèíèìàåò âèä:

−dx1

dτ = x2;

−dx2

dτ = −x1 − 2µx2 − δ1;

−dψ1

dτ = ψ2;

−dψ2

dτ = −ψ1 + 2µψ2;
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ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x1(τ = 0) = −α1, x2(τ = 0) = 0, ψ1(τ =
0) = −1, ψ2(τ = 0) = 0.

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè íà ïåðâîì èíòåðâàëå ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî âûðàæåíèåì

x1(τ) =
eµτ (δ1 − α1)

β
(β cosβτ − µ sinβτ)− δ1,

x2(τ) =
eµτ (δ1 − α1)

β
sinβτ,

ãäå β =
√
1− µ2.

Íàéäåì ïåðâûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ (dx1

dτ (τ) =
−x2(τ)) ðåøåíèÿ îáðàòèòñÿ â íîëü:

x2(τ1) =
eµτ1(b− α1)

β
sinβτ1 = 0 =⇒ sinβτ1 = 0

τ1 =
π

β

Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ x1(τ1) = α0, ïîëó÷àåì:

x1(τ1) = −e
µπ
β (δ1 − α1)− δ1 = α0,

α1 = e−
µπ
β (α0 + δ1) + δ1.

Ðåøàÿ çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ íà
âòîðîì ïîëóïåðèîäå t ∈ [t1, t2], ïîëó÷èì àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå
äëÿ ñëåäóþùåé àìïëèòóäû. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
î íàõîæäåíèè ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü àìïëèòóä {αn}, n-ûé ÷ëåí êîòîðîé ðàâåí [8]:

αn = e−
µπ
β (αn−1 + δ1) + δ1.

Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, ïîñêîëüêó:

|α(x)− α(y)| =
∣∣∣(x+ δ1)e

−µπ
β + δ1 − (y + δ1)e

−µπ
β − δ1

∣∣∣ =
= e−

µπ
β |x− y| ,

ãäå e−
µπ
β = e−const<0 < 1.

Àìïëèòóäà àâòîêîëåáàíèé α∗, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëüíîìó
öèêëó, íàõîäèòñÿ êàê ïðåäåë ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêà-
ðå [18]:

α∗ = lim
n→∞

αn = δ1

(
1 + e−

µπ
β

1− e−
µπ
β

)
.

11



Ðèñ. 2. Ñå÷åíèå Ïóàíêàðå

Â ýòîì ñëó÷àå ñå÷åíèåì Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ îñü ẋ1 = 0
(Ðèñ. 2).

Îïèñàíèå ïðåäåëüíîãî öèêëà ñèñòåìû (13) íàõîäèòñÿ êàê
ðåøåíèå çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì îòêëîíåíèè â ïðÿìîì âðå-
ìåíè è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåé ôîðìå(çíàê
"+"ñîîòâåòñòâóåò âåðõíåé ïîëîâèíå öèêëà è çíàê "−"íèæíåé ïî-
ëîâèíå öèêëà):

x1(t) = ±δ1
[
1− 2e−µt

1−e−
µπ
β

(
µ
β sin(βt) + cos(βt)

)]
;

x2(t) = ±δ1 2e−µt

1−e−
µπ
β β

sin(βt).
t ∈ [0;π/β].

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà çàâèñèìîñòü ε = ε(δ1) èçâåñòíà, ìîæíî
ââåñòè ïîíÿòèå êà÷åñòâà ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè ïðè ïîñòîÿííî
äåéñòâóþùåì âîçìóùåíèè [4] ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:

χ = sup
0<δ1<δ∗1

ε(δ1)

δ1
(14)

ãäå

ε = max
0≤τ≤τ1

||x(τ, v01(τ))|| = max
0≤τ≤τ1

max
1≤i≤2

{|xi(τ, v01(τ))|};

v01(τ) = δ1signx′1(τ);
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τ1 � ïåðèîä äâèæåíèÿ ïî îðáèòå öèêëà.
Ïðåäåëüíûé öèêë çàäàåò ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè,

à çíà÷èò òî÷êà, êîòîðàÿ ìàêñèìàëüíî óäàëåíà îò íà÷àëà êîîð-
äèíàò, ïðèíàäëåæèò ýòîìó öèêëó. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàêñè-
ìàëüíî óäàëåííîé òî÷êîé èç îáëàñòè äîñòèæèìîñòè îò íà÷àëà
êîîðäèíàò äëÿ ñèñòåìû (13) áóäåò òî÷êà (α∗, 0). Ñëåäîâàòåëüíî
(δ∗1 = 1):

χ1 =
α∗

δ1
=

δ1

[
1+e

− µπ√
1−µ2

1−e
− µπ√

1−µ2

]
δ1

=
(1 + e

− µπ√
1−µ2 )

(1− e
− µπ√

1−µ2 )
. (15)

Îñóùåñòâëÿÿ ñèíòåç íàèõóäøåãî âîçìóùåíèÿ (v01(t) =
δ1 signψ2 = δ1 sign ẋ1), ìû ïîëó÷àåì äëÿ êàæäîãî µ ∈ (0,

√
1− δ1)

àâòîíîìíóþ àâòîêîëåáàòåëüíóþ íåëèíåéíóþ ñèñòåìó [5]

ẍ1 + 2µẋ1 + x1 = δ1 sign ẋ1.

Ïðåäåëüíûé öèêë ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îð-
áèòàëüíî óñòîé÷èâûì, òàê êàê äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé α0

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî α0 → α∗ êàê ñíàðóæè, òàê è èçíóòðè öèêëà.
1). Åñëè α∗ > α0 (íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âíóòðè öèêëà), òî

δ1

(
1+e

−µπ
β

1−e−
µπ
β

)
> α0, òî åñòü e

−µπ
β > α0−δ1

α0+δ1
, ïîýòîìó

α1 = (α0 + δ1)e
−µπ

β + δ1 >
(α0 + δ1)(α0 − δ1)

(α0 + δ1)
+ δ1 = α0,

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî α1 > α0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àìïëèòóä âîç-
ðàñòàåò äî α∗.

2). Åñëè α∗ < α0 (íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñíàðóæè öèêëà), òî
e−

µπ
β < α0−δ1

α0+δ1
è

α1 = (α0 + δ1)e
−µπ

β + δ1 <
(α0 + δ1)(α0 − δ1)

(α0 + δ1)
+ δ1 = α0,

α1 < α0, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àìïëèòóä óáûâàåò äî α∗.
3). Åñëè α∗ = α0 (íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ëåæàò íà öèêëå), òî

e−
µπ
β = α0−δ1

α0+δ1
è

α1 = (α0 + δ1)e
−µπ

β + δ1 =
(α0 + δ1)(α0 − δ1)

(α0 + δ1)
+ δ1 = α0,

ñèñòåìà äâèæåòñÿ ïî îðáèòå öèêëà.
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Ðèñ. 3. Âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû ïðè µ = 0

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííûé ïðåäåëüíûé öèêë ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûì.

Ïðè µ = 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àìïëèòóä âîçðàñòàåò â àðèô-
ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (Ðèñ. 3) (çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â
ïåðâîé çàäà÷å ïðè µ = 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àìïëèòóä êîëåáà-
íèé ñèñòåìû (12) âîçðàñòàåò â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî òî÷åê âíóòðè öèêëà è ìíîæåñòâî
òî÷åê íà îðáèòå öèêëà ñîñòàâëÿþò îáëàñòü äîñòèæèìîñòè D∞.

Îñóùåñòâèâ ñèíòåç íàèõóäøåãî âîçìóùåíèÿ (v01(t) =
δ1 signψ2 = δ1 sign ẋ1), ïîëó÷èì äëÿ êàæäîãî µ ∈ (0,

√
1− δ1) àâ-

òîíîìíóþ àâòîêîëåáàòåëüíóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ñèñòåìó

ẍ1 + 2µẋ1 + x1 = δ1 sign ẋ1,

êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü ãðóáîé (ñòàáèëüíîé) ñèñòåìîé.
2.3. Çàäà÷à 3. Ïóñòü a = b = 1. Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé

ñëó÷àé {
ẍ1 + 2µẋ1 + (1 + v1(t))x1 = v1(t),

v1(·) ∈ V = {v1(·) ∈ KC| |v1(t)| 6 δ1 < 1},
(16)

ãäå δ1 ≡ const ∈ (0, 1), µ ≡ const ∈ (0,
√
1− δ1).
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Ðèñ. 4. Îáëàñòè àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (9) è
ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (17)

Ïðè êàæäîì ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè v1 ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ êîëå-
áàòåëüíîé. Íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (δ1, µ) ñèñòåìû (16) èìååì
îòêðûòóþ îáëàñòü S (Ðèñ. 4), ãäå êàæäîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò
âîçìóùàåìàÿ ñòàáèëüíàÿ ñèñòåìà. Ïîñòðîèì ïîäîáëàñòü, ñîîò-
âåòñòâóþùóþ íåðàâåíñòâó (10):

µ >

√
1− δ1
β0(µ, δ1)

.

Ïîëó÷èì îòêðûòóþ ïîäîáëàñòü (Ðèñ. 4) S1 ∪ S2 ⊂ S, ãäå
êàæäîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò âîçìóùàåìàÿ îäíîðîäíàÿ ñòàáèëü-
íàÿ ïîäñèñòåìà (9), èìåþùàÿ îäíó îñîáóþ òî÷êó x1 = ẋ1 = 0,
ÿâëÿþùóþñÿ àáñîëþòíî óñòîé÷èâîé. Îãðàíè÷èìñÿ çíà÷åíèÿìè
δ1, óäîâëåòâîðÿþùèìè íåðàâåíñòâó

δ1 <
1−A(µ, δ1) ·B(µ, δ1)

1 + 2B(µ, δ1) +A(µ, δ1) ·B(µ, δ1)
, (17)

ãäå A(µ, δ1) = exp
(

−πµ√
1−δ1−µ2

)
, B(µ, δ1) = exp

(
−πµ√

1+δ1−µ2

)
.
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Íà Ðèñ. 4 îòêðûòàÿ îáëàñòü S1, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåðàâåíñòâó
(17), ïîêàçàíà äâîéíîé øòðèõîâêîé, à îáëàñòü {S \ (S1 ∪ S2)} íå
çàøòðèõîâàíà.

Òàêèì îáðàçîì, èç îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (16)

x(t1) = Xv(t1)x(0) +

∫ t1

0

Xv(t1)X
−1
v (t)v1(t)dt =

= x̃(t1, v1(·)) + ˜̃x(t1, v1(·))
ñëåäóåò, ÷òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ïîäñèñòåìû àá-
ñîëþòíî óñòîé÷èâî ïðè (δ1, µ) ∈ S1 ∪ S2. Äëÿ âòîðîé êîìïî-
íåíòû ˜̃x(t1, v1(·)) ïîñòðîèì ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè D∞ (6),
(7), àíàëîãè÷íî Çàäà÷å 2. Ðåøèâ çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì îò-
êëîíåíèè [5]: íà íà÷àëüíîì �ïîëóïåðèîäå� (0, t0) {x1(0) = α0 ∈
[0, 1), x2(0) = 0, x2(t) ̸= 0, t ∈ (0, t0), x2(t0) = 0}, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò k = 0; íà ïåðâîì �ïîëóïåðèîäå� (t0, t1) {x1(t0) = −β0 =
minx1(t0), x2(t0) = 0, x2(t) ̸= 0, t ∈ (t0, t1), x2(t1) = 0}, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò k = 1 è àíàëîãè÷íî äëÿ k = 2, 3, .... Ïîëó÷àåì ñíà-
÷àëà äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

βk = A(µ, δ1)αk +
1 +A(µ, δ1)

1− δ1
· δ1,

αk+1 = B(µ, δ1)βk +
1 +B(µ, δ1)

1 + δ1
· δ1, k = 0, 1, 2, ...

Â ðåçóëüòàòå èìååì äâà ïðåäåëà β∗ è α∗ (β∗ < α∗):

lim
k→∞

αk = α∗ = δ1
1−A·B

(
(1+A)B
1−δ1 + 1+B

1+δ1

)
,

lim
k→∞

βk = β∗ = δ1
1−A·B

(
1+A
1−δ1 + (1+B)A

1+δ1

)
,

è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñêàëÿðíóþ äèñêðåòíóþ ñèñòåìó, ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ñæèìàþùåìó îòîáðàæåíèþ Ïóàíêàðå

αk+1 = A(µ, δ1)B(µ, δ1)αk+

+

(
1 +B(µ, δ1)

1 + δ1
+
B(µ, δ1)(1 +A(µ, δ1))

1− δ1

)
δ1 ,

ãäå −β∗ < 0 < α∗ < 1, β∗ < α∗, è ãëîáàëüíî îðáèòàëüíî óñòîé÷è-
âûé ïðåäåëüíûé öèêë [5], â îòëè÷èå îò Çàäà÷è 2, ðàñïîëîæåííûé
íåñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè x2.

Â ñëó÷àå ñèíòåçà íàèõóäøåãî âîçìóùåíèÿ v01 = sign(ẋ1) ñè-
ñòåìà (16) ïðèíèìàåò âèä

ẍ1 + (2µẋ1 − δ1 sign(ẋ1)) + (1 + δ1 sign(ẋ1))x1 = 0
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Ïðè δ1 ∈ (0, δ∗1) (ñì. Ðèñ. 4) ïîëó÷àåì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå
äëÿ max

06t6t1(δ1)
||x(t, v1(·))|| = max

06t6t1(δ1)
max
16i62

{|xi(t, v01(·))|}, ÿâëÿþ-

ùååñÿ íåóëó÷øàåìîé îöåíêîé D∞:

||x(t, v1(·))|| ≤

≤
δ1

(
1 + 1+δ1

1−AB

[
1+A
1−δ1 + (1+B)A

1+δ1

])
√
1 + δ1

· e
−µ√

1+δ1−µ2
·arctg

√
1+δ1−µ2

µ (18)

Çäåñü t1(δ1) � ïåðèîä ïðåäåëüíîãî öèêëà è {x1(t, v01), x2(t, v01)} �
òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå íà åãî îðáèòå (18). Äëÿ ìàëûõ δ1 îöåíêîé
êà÷åñòâà áóäåò

χ2 =

1 +
1 + e

− πµ√
1−µ2

1− e
− πµ√

1−µ2

 · e
− µ√

1−µ2
arctg

√
1−µ2

µ . (19)

Òàêèì îáðàçîì, àíàëîãè÷íî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Ìàëêèíà
[16] ïîëó÷àåì: åñëè µ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (17) ïðè δ1 <
δ∗1 , òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x ≡ 0 îäíîðîäíîé ïîäñèñòåìû (16)
àáñîëþòíî óñòîé÷èâî è íåâîçìóùàåìîå ñîñòîÿíèå x ≡ 0 ñèñòåìû
(16) ðîáàñòíî óñòîé÷èâî ñ îöåíêîé êà÷åñòâà (19).

Èç ðàññìîòðåííûõ òðåõ çàäà÷ ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü ïðèòÿæå-
íèÿ òî÷å÷íîãî àòòðàêòîðà ïðè íàëè÷èè ìàëîãî ïî àìïëèòóäå, íî
ïîñòîÿííî äåéñòâóþùåãî âîçìóùåíèÿ ìîæåò îñòàòüñÿ ïðåæíåé,
åñëè èìååò ìåñòî òîëüêî ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçìóùåíèå (çäåñü îá-
ëàñòü ïðèòÿæåíèÿ � âñÿ ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü). Âî âñåõ îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ (àääèòèâíîå âëèÿíèå èëè êîìáèíàöèÿ ðàññìîòðåííûõ
âàðèàíòîâ) ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ. Â ðàñ-
ñìîòðåííûõ ïðèìåðàõ ýòî óìåíüøåíèå óäàåòñÿ îïðåäåëèòü òî÷-
íî, ïîñòðîèâ ïðåäåëüíûé öèêë, ÿâëÿþùèéñÿ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà
äîñòèæèìîñòè D∞. Ñèíòåçèðîâàííûé ïðåäåëüíûé öèêë ÿâëÿåò-
ñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî Ïóàíêàðå (îðáèòàëüíî óñòîé-
÷èâûì).

Íàëè÷èå äâóõ îáëàñòåé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè � îáëàñòè ïðè-
òÿæåíèÿ òî÷å÷íîãî àòòðàêòîðà ñòàáèëüíîé (íåëèíåéíîé) ñèñòå-
ìû è ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé ïðè ëèíå-
àðèçàöèè èñõîäíîé � ïîçâîëÿåò ïðè íàëè÷èè åùå îäíîãî (ïåðè-
îäè÷åñêîãî) àòòðàêòîðà ïîñòàâèòü çàäà÷ó î ïåðåõîäå èç îáëàñòè
ïðèòÿæåíèÿ îäíîãî (òî÷å÷íîãî) àòòðàêòîðà â îáëàñòü ïðèòÿæå-
íèÿ äðóãîãî (ïåðèîäè÷åñêîãî) àòòðàêòîðà.
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3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ïåðåõîäå è íàõîæäå-
íèå ðàññòîÿíèÿ Õàóñäîðôà

3.1. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âîçìó-
ùàåìûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì íà ïëîñêîñòè, èìåþùèì äâà òî-
÷å÷íûõ àòòðàêòîðà, ðàçäåëåííûõ ñåäëîâîé òî÷êîé. Â ðàáîòå [14]
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìåëüíèêîâà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíû
ïåðåõîäû èç îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ îäíîãî àòòðàêòîðà â îáëàñòü
ïðèòÿæåíèÿ äðóãîãî àòòðàêòîðà ïðè íàëè÷èè ìàëûõ ïîñòîÿííî-
äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèé (ñì. ×àñòü 2). Â ðàìêàõ ñòàáèëüíûõ
ñèñòåì [4], ÿâëÿþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâîì ãðóáûõ ñèñòåì è íå èìå-
þùèõ â ñâîåì àðñåíàëå ñåäëîâûõ òî÷åê, òàêæå âîçìîæíà ïîñòà-
íîâêà çàäà÷è î ïåðåõîäå.

Ðàññìîòðèì ñòàáèëüíóþ ñèñòåìó, èìåþùóþ äâà àòòðàêòîðà.
Áóäåì íàçûâàòü åå â ýòîì ñëó÷àå áèñòàáèëüíîé ñèñòåìîé. Âî èç-
áåæàíèå ïóòàíèöû áèñòàáèëüíûå ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè ñåäëîâûõ
òî÷åê áóäåì íàçûâàòü ãèïåðáîëè÷åñêèìè áèñòàáèëüíûìè ñèñòå-
ìàìè. Âñå îáîçíà÷åíèÿ ñëåäóþò ðàáîòå [4].

3.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ïåðåõîäå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
áèñòàáèëüíàÿ ñèñòåìà:

ẏ = ϕ0(y), y ∈ G ⊂ R2 (20)

èìååò àñèìïòîòè÷åñêè îðáèòàëüíî-óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë
(ïåðèîäè÷åñêèé àòòðàêòîð), âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëîæåí òî÷å÷-
íûé àòòðàêòîð � óñòîé÷èâûé ôîêóñ ñî ñâîåé îáëàñòüþ ïðèòÿæå-
íèÿ A (Ðèñ. 5), îãðàíè÷åííîé ïðåäåëüíûì öèêëîì, àñèìïòîòè÷å-
ñêè îðáèòàëüíî-óñòîé÷èâûì â îáðàòíîì âðåìåíè. Îáëàñòüþ ïðè-
òÿæåíèÿ ïåðâîãî (ïåðèîäè÷åñêîãî) àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ R2 \ A
(Ðèñ. 5).

Ïóñòü âòîðîé àòòðàêòîð � óñòîé÷èâûé ôîêóñ (â ïðÿìîì âðå-
ìåíè) � ðàñïîëîæåí â íà÷àëå êîîðäèíàò y0 = (0, 0)T (Ðèñ. 5).
Ðàññìîòðèì òîãäà âîçìóùàåìóþ áèñòàáèëüíóþ ñèñòåìó (20) ïðè
íàëè÷èè ìàëîãî ïîñòîÿííîäåéñòâóþùåãî âîçìóùåíèÿ:{

ẏ = f(y, v1(t)) = ϕ0(y) + ϕ1(y)v1(t),

v1(·) ∈ V = {v1(·) ∈ KC| |v1(t)| 6 δ1 < 1}.
(21)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [4] ðàññìîòðèì óðàâíåíèå â ìàëûõ îòêëîíå-
íèÿõ x = y − y0 äëÿ ñèñòåìû (21):{

ẋ = (A0 +A1v1(t))x+ bv1(t),

v1(·) ∈ V = {v1(·) ∈ KC| |v1(t)| 6 δ1 < 1}.
(22)

18



Ðèñ. 5

Çäåñü A0 � ãóðâèöåâà ìàòðèöà, A0 = ∂ϕ0(0)
∂y , A1 = ∂ϕ1(0)

∂y , b =

ϕ1(0). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b ̸= 0 è ìàòðèöà A = A0 + A1v1 ãóðâè-
öåâà ïðè ëþáîì ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè v1 ∈ [−δ1, δ1].

Ïîñòðîèì îáëàñòü äîñòèæèìîñòè D∞, ðåøèâ çàäà÷ó Áóëãàêî-
âà î íàêîïëåíèè âîçìóùåíèé [1] äëÿ ñèñòåìû (22). Ïåðåñå÷åíèå
äâóõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ A è D∞ íåïóñòî. Íàéäåì äèñòàíöèþ
Õàóñäîðôà ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè:

d(D∞, A) = max
x∈D∞

min
y∈A

ρ(x, y), (23)

ãäå ρ � ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè x, y.
Åñëè äèñòàíöèÿ Õàóñäîðôà (23) ïîëîæèòåëüíà, òî ìîæíî ãî-

âîðèòü î âîçìîæíîñòè ïåðåõîäà ïîä âîçäåéñòâèåì v1(t) èç îá-
ëàñòè ïðèòÿæåíèÿ òî÷å÷íîãî àòòðàêòîðà â îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ
ïðåäåëüíîãî öèêëà, àíàëîãè÷íîãî ïåðåõîäó â ãèïåðáîëè÷åñêîé
áèñòàáèëüíîé ñèñòåìå (êîãäà äèñòàíöèÿ Ìåëüíèêîâà [14] ïîëî-
æèòåëüíà). Ðàññìîòðèì ýòó ñèòóàöèþ íà ïðèìåðå êîíêðåòíîé
çàäà÷è.

4. Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìîäåëü Õîäæêèíà�
Õàêñëè àêòèâíîñòè àôôåðåíòíîãî ïåðâè÷-
íîãî íåéðîíà (ÀÏÍ) âåñòèáóëÿðíîãî ìåõà-
íîðåöåïòîðà

4.1. Ñòðóêòóðà âåñòèáóëÿðíûõ ìåõàíîðåöåïòîðîâ â ïðîñòåé-
øåì âàðèàíòå ñîñòîèò èç äâóõ êëåòîê � âîëîñêîâîé êëåòêè è ïåð-
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âè÷íîãî àôôåðåíòíîãî íåéðîíà (Ðèñ. 6). Çàäà÷à, êîòîðóþ äîë-
æåí âûïîëíèòü âåñòèáóëÿðíûé ìåõàíîðåöåïòîð � èíåðöèàëüíûé
áèîñåíñîð � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷óâ-
ñòâèòåëüíûõ ìàññ (â ïîëóêðóæíîì êàíàëå èëè îòîëèòîâîì îð-
ãàíå âåñòèáóëÿðíîé ñèñòåìû) â âûõîäíîé ñèãíàë è åãî ïåðåäà÷à
â öåíòðàëüíóþ íåðâíóþ ñèñòåìó (ÖÍÑ). Âåñòèáóëÿðíàÿ ñèñòåìà
(ÂÑ) ñîäåðæèò äâà âèäà ÷óâñòâèòåëüíûõ ìàññ: ìàññà îòîëèòîâ,
ñîñòîÿùàÿ èç êðèñòàëëîâ êàëüöèÿ è ðàñïîëîæåííàÿ â 4-õ îòî-
ëèòîâûõ îðãàíàõ ÂÑ; ìàññà ñïåöèàëüíîé æèäêîñòè, íàçûâàåìîé
ýíäîëèìôîé, â ïîëóêðóæíûõ êàíàëàõ ÂÑ [11]. Ñìåùåíèÿ ÷óâ-
ñòâèòåëüíûõ ìàññ ïðèâîäÿò ê äåôîðìàöèè âîëîñêîâûõ ïó÷êîâ �
èõ íàêëîíó. Âîëîñêîâûé ïó÷îê ñîñòîèò èç îïîðíîãî âîëîñêà �
êèíîöèëèè è 60�100 âîëîñêîâ, íàçûâàåìûõ ñòåðåîöèëèÿìè, ñâÿ-
çàííûõ ìåæäó ñîáîé, âíóòðè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû êàíàëû ïðî-
âîäèìîñòè èîíîâ êàëèÿ, íàõîäÿùèõñÿ â ýíäîëèìôå (ñïåöèàëüíàÿ
æèäêîñòü âíå âîëîñêîâîé êëåòêè). Ïðè íàêëîíå ïó÷êà ñòåðåîöè-
ëèé ïðîèñõîäèò îòêðûòèå ýòèõ êàíàëîâ è ïîñòóïëåíèè èîíîâ êà-
ëèÿ â êëåòêó, ÷òî ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ áàëàíñà èîíîâ íàòðèÿ
è èîíîâ êàëèÿ âíóòðè êëåòêè. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê
èçìåíåíèþ ìåìáðàííîãî ïîòåíöèàëà ýòîé ðåöåïòîðíîé êëåòêè. Â
ðåçóëüòàòå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìåõàíèçìà ñèíàïòè÷åñêîé ïåðåäà-
÷è [11] â ñèíàïòè÷åñêîé ùåëè ìåæäó âîëîñêîâîé êëåòêîé è ïåð-
âè÷íûì àôôåðåíòíûì íåéðîíîì � áèïîëÿðíîé íåðâíîé êëåòêîé,
âîçíèêàåò ñèíàïòè÷åñêèé òîê, ïåðåäàþùèé èíôîðìàöèþ î ìå-
õàíè÷åñêîì âîçäåéñòâèè (îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè ÷óâñòâèòåëü-
íûõ ìàññ). Íàëè÷èå âõîäíîãî ñèíàïòè÷åñêîãî òîêà àêòèâèðóåò
âíóòðè íåéðîíà äèíàìèêó èîííûõ òîêîâ K è Na, ÷òî ïðèâîäèò
ê ôîðìèðîâàíèþ èìïóëüñîâ ìåìáðàííîãî ïîòåíöèàëà â ïðèíèìà-
þùåì àêñîíå ýòîé áèïîëÿðíîé íåðâíîé êëåòêè. Àìïëèòóäà ýòèõ
ñèãíàëîâ ïî÷òè ïîñòîÿííà è ðàâíà 20 mV . Èçìåíåíèå ðàññòîÿíèÿ

Ðèñ. 6
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ìåæäó èìïóëüñàìè ÿâëÿåòñÿ âûõîäíîé èíôîðìàöèåé, êîòîðàÿ â
äàëüíåéøåì äîëæíà ïåðåäàâàòüñÿ â ÖÍÑ. Äëÿ ïîñòàíîâêè çà-
äà÷è ïåðåõîäà â áèñòàáèëüíîé ñèñòåìå îãðàíè÷èìñÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëüþ òèïà Õîäæêèíà�Õàêñëè àêòèâíîñòè íåéðîíà [11]
ñ ó÷åòîì ìîäèôèêàöèé, ïðîèçâåäåííûõ ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðè-
ìåíòîâ íà ìëåêîïèòàþùèõ [6].

4.2. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü àêòèâíîñòè ÀÏÍ,
ïîëó÷åííóþ Õîäæêèíîì è Õàêñëè â 1949�54 ãã. ñ ìîäèôèêàöè-
ÿìè ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòîâ [6].

Â ñîîòâåòñòâèè ñ 1-ì ïðàâèëîì Êèðõãîôà ñèíàïòè÷åñêèé òîê
ðàâåí ñóììå òðàíñìåìáðàííûõ òîêîâ íåðâíîé êëåòêè ÀÏÍ [11].
Îáùèé òîê ÷åðåç ìåìáðàíó ðàâåí ñóììå åìêîñòíîãî òîêà, èîííûõ
òîêîâ (ïîòîêîâ êàòèîíîâ K+ è Na+) è òîêà ôîíîâîé óòå÷êè:

Isyn = Cm
dV

dt
+ IK + INa + IL = I + C

dV

dt
, (24)

IK � òîê êàëèÿ, INa � òîê íàòðèÿ, IL � òîê ôîíîâîé óòå÷êè,
Cm

dV
dt � êîíäåíñàòîðíûé òîê, V � ïîòåíöèàë äåéñòâèÿ ÀÏÍ, Cm

� ìåìáðàííàÿ åìêîñòü. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Îìà Ii = gi(V −
Vi), ãäå gi � ïðîâîäèìîñòü ìåìáðàíû äëÿ äàííîãî âèäà èîíîâ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé êàíàë ïðîâîäèìîñòè ìîæåò íà-
õîäèòüñÿ òîëüêî â äâóõ ñîñòîÿíèÿõ: îòêðûò èëè çàêðûò. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî àíñàìáëü (ìíîæåñòâî) êàíàëîâ òîêà êàëèÿ, íàõî-
äÿùèõñÿ â îòêðûòîì ñîñòîÿíèè, ñîîòâåòñòâóåò èñïûòàíèÿì Áåð-
íóëëè, è òîãäà ñðåäíåå ÷èñëî îòêðûòûõ êàíàëîâ ðàâíî (S0p), ãäå
S0 � ÷èñëî êàíàëîâ K+ â àíñàìáëå è p � âåðîÿòíîñòü íàõîæäå-
íèÿ îäíîãî êàíàëà â îòêðûòîì ñîñòîÿíèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
p(t) � ìàðêîâñêèé íåïðåðûâíûé ïðîöåññ ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè �
�îòêðûòî� p1(t) è �çàêðûòî� p0(t) � ïðè íàëè÷èè ïóàññîíîâñêîãî
ïîòîêà ïåðåõîäà èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå ñ èíòåíñèâíîñòÿìè
λ è µ (Ðèñ. 7) â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçàìè:

à) äëÿ ëþáîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè (t, t + ∆t) âåðîÿòíîñòü
íàñòóïëåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî ñîáûòèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ∆t è çà-
äàåòñÿ âûðàæåíèåì

p{t < τ < t+∆t} = λ(t)∆t+ o(∆t)

âíå çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ïðîòåêàíèÿ ïîòîêà äî ìîìåíòà t
(äðóãèìè ñëîâàìè, ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì è λ íà-
çûâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ â îáùåì ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîãî ïîòî-
êà);
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Ðèñ. 7

á) âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ áîëåå ÷åì îäíîãî ñîáûòèÿ ïîòîêà
â ïðîìåæóòêå âðåìåíè (t, t+∆t) åñòü o(∆t).

Èñïîëüçóÿ ýòè ïîñòóëàòû ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ñ ïóàññîíîâ-
ñêèìè ïîòîêàìè èíòåíñèâíîñòåé λ è µ è ñâîéñòâà íåñîâìåñòèìî-
ñòè è íåçàâèñèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáûòèé, ïîëó÷èì âûðà-
æåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé p0(t), p1(t) ïðè ìàëûõ ∆t. Âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî êàíàë áóäåò îòêðûò â ìîìåíò âðåìåíè (t, t+∆t), ðàâíà
ñóììå âåðîÿòíîñòåé äâóõ íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé: êàíàë áûë îò-
êðûò â ìîìåíò t è íå èçìåíèë ñâîå ñîñòîÿíèå çà âðåìÿ ∆t èëè îí
áûë çàêðûò â ìîìåíò t è çà âðåìÿ ∆t ïðîèçîøëî åãî îòêðûòèå.
Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü ïåðâîãî èç ýòèõ ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäå-
íèþ âåðîÿòíîñòåé íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé, òî åñòü

p1(t+∆t) = p1(t)(1− µ∆t) + p0(t)λ∆t+ o(∆t).

Àíàëîãè÷íî

p0(t+∆t) = p0(t)(1− λ∆t) + p1(t)µ∆t+ o(∆t).

Äîáàâèì, ÷òî p0(t) + p1(t) = 1.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè∆t→ 0, ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ 
dp1
dt = −µp1 + λp0,
dp0
dt = −λp0 + µp1,

p0(t) + p1(t) = 1

(25)

Ââåäÿ ïàðàìåòðû τ = 1
λ+µ , p1∞ = λ

λ+µ , ïîëó÷èì óðàâíåíèå
äëÿ p1(t)

τ
dp1
dt

+ p1 = p1∞. (26)
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À.Õîäæêèí è À.Õàêñëè ïðåäëîæèëè äâå ãèïîòåçû äëÿ òîêîâ
K è Na [11]:

1) âåðîÿòíîñòü îòêðûòèÿ êàíàëà K îïðåäåëÿåòñÿ ïðèñóòñòâè-
åì 4-õ ÷àñòèö àêòèâàöèè

pK = n4,

ãäå n � âåðîÿòíîñòü ïðèñóòñòâèÿ îäíîé ÷àñòèöû àêòèâàöèè, îïðå-
äåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (26) ñ ïîòåíöèàëçàâèñèìûìè èíòåíñèâíî-
ñòÿìè λ(V ), µ(V )

τn(V )
dn

dt
+ n = n∞(V ); (27)

2) âåðîÿòíîñòü îòêðûòèÿ êàíàëà Na îïðåäåëÿåòñÿ ïðèñóò-
ñòâèåì 3-õ ÷àñòèö àêòèâàöèè è îòñóòñòâèåì 1-é ÷àñòèöû èíàê-
òèâàöèè

pNa = m3(V )hNa(V ).

Çäåñü m � âåðîÿòíîñòü ïðèñóòñòâèÿ ÷àñòèöû àêòèâàöèè; hNa �
âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿ ÷àñòèöû èíàêòèâàöèè. Óðàâíåíèÿ äëÿ
m(t) è hNa(t) àíàëîãè÷íû óðàâíåíèþ (27).

Â äàëüíåéøåì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðîäà ÷àñòèö áûëî ïîä-
òâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî [11]. Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷å-
ñêàÿ ìîäåëü Õîäæêèíà�Õàêñëè îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûìè íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè îòíîñèòåëüíî 4-õ ïåðåìåííûõ
V (t), n(t), m(t), h(t). Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ôèçèîëîãè ñòàëè äî-
áàâëÿòü åùå îäèí ïàðàìåòð � ôàêòîð òåìïåðàòóðû Q, âîçíèêàþ-
ùèé ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ ñ òåïëîêðîâíûìè æèâîòíû-
ìè (ìëåêîïèòàþùèìè). Äàëåå â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûìè ðåçóëüòàòàìè áûëè ñäåëàíû äâà óïðîùåíèÿ:

à) íàëè÷èå ìàëîãî ïàðàìåòðà τm(V ) << 1 → τm(V ) ≡ 0;
á) íàëè÷èå èíòåãðàëà n(t) + hNa(t) ≈ 0, 85.
Â 1999�2006 ãîäàõ â ëàáîðàòîðèè íåéðîôèçèîëîãèè Àâòîíîì-

íîãî óíèâåðñèòåòà øòàòà Ïóýáëà (Ìåêñèêà) áûëè ïðîâåäåíû ýêñ-
ïåðèìåíòû íà ïåðâè÷íîì íåéðîíå ìëåêîïèòàþùèõ (êðûñà) è ïî-
ëó÷åíû ìîäèôèêàöèè óïðîùåííîé ìîäåëè Õîäæêèíà�Õàêñëè.
Ôóíêöèîíàëüíûå ïàðàìåòðû áûëè ïîëó÷åíû ïî ýêñïåðèìåíòàëü-
íûì äàííûì. Ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ òàêæå
áûë ââåäåí ïàðàìåòð èíàêòèâàöèè hK è ïåðâûé èíòåãðàë ïðåä-
ñòàâëåí â ôîðìå n(V ) + hNa(V ) = C(V ).

Òàêèì îáðàçîì, óïðîùåííàÿ ìîäåëü Õîäæêèíà�Õàêñëè ïðè
ìîäèôèêàöèÿõ [6] èìååò ñëåäóþùèé âèä

23



Cm · dV
dt

= Isyn − INa − IK − IL, (28)

τn(V ) · dn
dt

= (n∞(V )− n)Q, (29)

ãäå INa = gNam
3
∞(V )(C(V )− n)(V − VNa), IK = gKn

4hK(V − VK),
IL = gL(V − VL),

C(V ) = n∞(V ) + hNa∞(V ),

m∞(V ) =
1

1 + exp
(

−(V+33,8)
5,2

) , hNa(V ) =
1

1 + exp
(
V+60,5

9,9

) ,
n∞(V ) =

1

1 + exp
(

−(V+35)
5

) , τn(V ) =
68

exp
(

25+V
−15

)
+ exp

(
30+V
20

) .
Çäåñü Isyn � ñèíàïòè÷åñêèé òîê; IL � òîê óòå÷êè; V � ìåìáðàí-
íûé ïîòåíöèàë àôôåðåíòíîãî íåéðîíà; Cm � åìêîñòü ìåìáðàíû
íåðâíîé êëåòêè; n � âåðîÿòíîñòü ïðèñóòñòâèÿ ÷àñòèöû àêòèâà-
öèè êàëèåâîãî òîêà; hK � ïàðàìåòð, îïèñûâàþùèé ïðîöåññ èíàê-
òèâàöèè êàëèåâîãî òîêà, ÿâëÿþùèéñÿ âåðîÿòíîñòüþ îòñóòñòâèÿ
÷àñòèö èíàêòèâàöèè êàëèåâîãî òîêà, çäåñü hK = hK∞; hNa � ïàðà-
ìåòð, îïèñûâàþùèé ïðîöåññ èíàêòèâàöèè íàòðèåâîãî òîêà, ÿâëÿ-
þùèéñÿ âåðîÿòíîñòüþ îòñóòñòâèÿ ÷àñòèö èíàêòèâàöèè íàòðèåâî-
ãî òîêà; τn � ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè ïðîöåññà àêòèâàöèè êàëèåâîãî
òîêà; n∞, m∞ � ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ ïðîöåññîâ àêòèâàöèè êà-
ëèåâîãî è íàòðèåâîãî òîêà ñîîòâåòñòâåííî; hNa∞, hK∞ - ñòàöèî-
íàðíûå çíà÷åíèÿ ïðîöåññîâ èíàêòèâàöèè íàòðèåâîãî è êàëèåâîãî
òîêà ñîîòâåòñòâåííî; Q � �òåìïåðàòóðíûé ôàêòîð� � êîýôôè-
öèåíò òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè, íåîáõîäèìîñòü åãî ââåäåíèÿ
ñâÿçàíà ñ ðàçíîñòüþ ôèçèîëîãè÷åñêîé òåìïåðàòóðû è êîìíàòíîé
(20�25◦C), ïðè êîòîðîé ïðîâîäèëèñü ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëå-
íèþ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Ïàðàìåòðû ìîäåëè ïðèâåäåíû â Òàáëèöå.
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Òàáëèöà

Ïàðàìåòð Çíà÷åíèå Äîâåðèòåëüíûé Åäèíèöà
èíòåðâàë èçìåðåíèÿ

Cm 1 � µF/cm2

VNa 52 � mV
VK -84 � mV
VL -63 � mV
gNa 2.3 2�8 mS/cm2

gK 2.4 1-2.6 mS/cm2

gL 0.03 0.02�0.16 mS/cm2

Q 8.4 6.4�10.6 �

Åäèíèöåé èçìåðåíèÿ âñåõ âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ (28)�(29) òî-
êîâ I âûáèðàåòñÿ µA/cm2.

Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî àíàëèçà ìîäåëè (28), (29) ïðè ïî-
ñòîÿííîì ñèíàïòè÷åñêîì òîêå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû
(Ðèñ. 8):

à) íàéäåíà òî÷êà áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà I∗syn =
1, 147 ìêÀ/ñì2, â ïðàâîé îêðåñòíîñòè êîòîðîé ñóùåñòâóåò îðáè-
òàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë � ïåðèîäè-
÷åñêèé àòòðàêòîð;

á) â ëåâîé îêðåñòíîñòè (0,7; 1,147) òî÷êè áèôóðêàöèè ñóùå-
ñòâóåò òî÷å÷íûé àòòðàêòîð�àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé ôîêóñ;

â) ÷àñòü ëåâîé îêðåñòíîñòè (0,99; 1,147) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì
áèôóðêàöèè, ãäå ñóùåñòâóþò îáà àòòðàêòîðà ñ ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè îáëàñòÿìè ïðèòÿæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â èíòåðâàëå áèôóðêàöèè, êîãäà ñóùåñòâó-
þò äâà àòòðàêòîðà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îáëàñòÿìè ïðèòÿæå-

Ðèñ. 8. Àòòðàêòîðû â áèñòàáèëüíîé ìîäåëè ÀÏÍ äëÿ ðàçíûõ
çíà÷åíèé ïîñòîÿííîãî ñèíàïòè÷åñêîãî òîêà
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Ðèñ. 9. Îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (28), (29): âåðõíÿÿ îñîáàÿ òî÷êà
� íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ (-30,957 ìÂ; 0,692), íèæíÿÿ �

óñòîé÷èâûé ôîêóñ (- 39,113 ìÂ; 0,305) ñ îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ
(ïîêàçàíà øòðèõîâîé ëèíèåé)

íèÿ (Ðèñ. 9), ñèñòåìà (28), (29) ïðè ïîñòîÿííîì âõîäíîì ñèíàï-
òè÷åñêîì òîêå, ïðèíàäëåæàùåì ýòîìó èíòåðâàëó, ÿâëÿåòñÿ áè-
ñòàáèëüíîé ãðóáîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (ïî êëàññèôèêàöèè
Ïîíòðÿãèíà � Àíäðîíîâà).

5. Ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåõîäå èç îáëàñòè
îæèäàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî ñòèìóëà â îá-
ëàñòü ãåíåðàöèè èíôîðìàöèîííîãî îòâåòà
ïåðâè÷íîãî íåéðîíà

5.1. Êîððåêöèÿ àêòèâíîñòè àôôåðåíòíîãî ïåðâè÷íî-
ãî íåéðîíà âåñòèáóëÿðíîãî àïïàðàòà. Îäíîé èç áàçîâûõ ÷à-
ñòåé áèîíàâèãàöèîííîé ñèñòåìû ÷åëîâåêà ÿâëÿþòñÿ âåñòèáóëÿð-
íûå ìåõàíîðåöåïòîðû [6]. Ðàññìîòðèì âûõîäíîé áëîê ëþáîãî èç
íèõ, ïðåäñòàâëåííûé â âèäå óïðîùåííîé è ìîäèôèöèðîâàííîé
ìîäåëè Õîäæêèíà�Õàêñëè (28), (29) ïðè íàëè÷èè ìèêðîòîêà êîð-
ðåêöèè P (t), ñîçäàâàåìîãî ñ ïîìîùüþ ãàëüâàíè÷åñêîé ñòèìóëÿ-
öèè ïðè t ∈ [t0, t1]:
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

Cm

dV

dt
= Isyn + γ1P (t)− gL(V − VL)−

− gNa(m∞(V ))3(C(V )− n)(V − VNa)−
− gKn

4hK(V − VK),

dn

dt
=
n∞(V )− n

τn(V )
Q10.

(30)

Â ëåâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè áèôóðêàöèè èìååì àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé ôîêóñ è àñèìïòîòè÷åñêè îðáèòàëüíî-
óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, â ïðàâîé îêðåñòíîñòè � ãëîáàëüíî
àñèìïòîòè÷åñêè îðáèòàëüíî-óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Íà
èíòåðâàëå áèôóðêàöèè Isyn ∈ [0, 99; 1, 147) óñòîé÷èâûé ôîêóñ íà-
õîäèòñÿ âíóòðè ïðåäåëüíîãî öèêëà.

Íà Ðèñ. 10 ïðåäñòàâëåíû ýòè äâà àòòðàêòîðà ïðè Isyn =

0, 99 µA
cm2 :
à) óñòîé÷èâûé ôîêóñ (V0 = −39, 113 ìÂ, n0 = 0, 305) ñ îáëà-

ñòüþ ïðèòÿæåíèÿ A, ïîëó÷åííîé ïîñòðîåíèåì ïðåäåëüíîãî öèê-

Ðèñ. 10
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ëà, ÿâëÿþùåãîñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îðáèòàëüíî-óñòîé÷èâûì â îá-
ðàòíîì âðåìåíè;

á) ãëîáàëüíî îðáèòàëüíî-óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë C �
îñíîâíîé àòòðàêòîð, ôîðìèðóþùèé ðåëàêñàöèîííûå àâòîêîëåáà-
íèÿ (ñïàéêè) ñèñòåìû (30).

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè óñòîé÷èâîãî ôîêóñà â
ðàìêàõ ëèíåéíîé ìîäåëè. Ââåäåì ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
{x1, x2} ñ öåíòðîì â óñòîé÷èâîì ôîêóñå (y01 , y

0
2) (Ðèñ. 10). Â ýòîé

ñèñòåìå ðàññìîòðèì òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó äîñòèæè-
ìîñòè D∞ âîçìóùàåìîé ñòàáèëüíîé ñèñòåìû â îòêëîíåíèÿõ (22)

ïðè A0 = ∂ϕ0(y0)
∂y , A1 = 0.

Ðåøàÿ çàäà÷ó Áóëãàêîâà î ìàêñèìàëüíîì îòêëîíåíèè [1], ïî-
ëó÷àåì ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè D∞, ïðåäñòàâëåííîå íà Ðèñ. 10
è Ðèñ. 11 ïóíêòèðíîé ëèíèåé, è íàõîäèì òî÷êè M(x01, x

0
2) è

N(∆y01 ,∆y
0
2) (Ðèñ. 11), ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëîæèòåëüíîé äèñòàí-

öèè Õàóñäîðôà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ïåðåõîäà.
Àëãîðèòì ãàëüâàíè÷åñêîé êîððåêöèè àêòèâíîñòè ïåðâè÷íîãî

íåéðîíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è î ïåðåõîäå � ýòî
ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ÷àñòîòà êîòîðîé ðàâíà ÷àñòîòå îáû÷íî-
ãî ðåçîíàíñà äëÿ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû â îòêëîíåíèÿõ (22) ïðè
Isyn = 0, 99 µA

cm2 , P (t) = 1
2Isynsign(sinωt), t ∈ [t0, t1]. Èíòåíñèâ-

íîñòü ãàëüâàíè÷åñêîãî òîêà (30) γ1 = 0, 2.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (22) ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé ãèïîòåçå î

âëèÿíèè ãàëüâàíè÷åñêîãî ñòèìóëà íà èçìåíåíèå ñèíàïòè÷åñêîãî
òîêà. Ñóùåñòâóåò è âòîðàÿ ãèïîòåçà, ñîãëàñíî êîòîðîé ãàëüâàíè-

Ðèñ. 11
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Ðèñ. 12

÷åñêàÿ ñòèìóëÿöèÿ âëèÿåò è íà ïðîâîäèìîñòü èîííûõ êàíàëîâ,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå (22) ïðè A1 ̸= 0.

Âûøå ïðåäñòàâëåíî âîçìîæíîå ðåøåíèå çàäà÷è ãàëüâàíè÷å-
ñêîé êîððåêöèè àêòèâíîñòè ïåðâè÷íîãî àôôåðåíòíîãî íåéðîíà.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñèñòåìà (30) íàõîäèòñÿ â îáëàñòè ïðèòÿ-
æåíèÿ A â ïðîöåññå îæèäàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî ñòèìóëà. Ââèäó
åãî îòñyòñòâèÿ íà âõîäå âåñòèáóëÿðíîãî ìåõàíîðåöåïòîðà ãàëü-
âàíè÷åñêàÿ ñòèìóëÿöèÿ (ïðè t ∈ [t0, t1]) âûõîäíîãî áëîêà, êàêî-
âûì ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íûé íåéðîí, ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü àêòèâ-
íîñòü ýòîãî ïåðâè÷íîãî íåéðîíà â âèäå ïà÷êè ñïàéêîâ (Ðèñ. 12).
Ðåàëèçàöèÿ äàííîé àêòèâíîñòè ñîîòâåòñòâóåò â òåõíèêå êîððåê-
öèè èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèîííîé ñèñòåìû ïî âûõîäó ïðè íàëè-
÷èè äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ñäåëàí ïåð-
âûé øàã â îáîñíîâàíèè ãàëüâàíè÷åñêîé êîððåêöèè âåñòèáóëÿð-
íîãî àïïàðàòà.

Â ðàìêàõ ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè Õîäæêèíà�Õàêñëè ïî-
êàçàíî, ÷òî âîçìîæíà êîððåöèÿ àêòèâíîñòè àôôåðåíòíûõ ïåð-
âè÷íûõ íåéðîíîâ âåñòèáóëÿðíîãî àïïàðàòà. Íà ïðàêòèêå ýòî ìî-
æåò ñîîòâåòñòâîâàòü äâóì âàðèàíòàì:

1. Êîððåêöèÿ àêòèâíîñòè, äëÿ âîçìîæíîé ãàëüâàíè÷åñêîé
èìèòàöèè ìåõàíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà áèîñåíñîðû âåñòèáóëÿð-
íîãî àïïàðàòà ïèëîòà ïðè òðåíèðîâêàõ íà äèíàìè÷åñêîì ñòåí-
äå, êîãäà àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîé èìèòàöèè íå ìîæåò ðåàëèçî-
âàòü ìåõàíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ðåñóðñîâ [6].
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2. Êîððåêöèÿ àêòèâíîñòè ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ çàïàçäûâàíèÿ
â óñòàíîâêå âçîðà êîñìîíàâòà ïðè âèçóàëüíîì óïðàâëåíèè êîñ-
ìè÷åñêèì îáúåêòîì íà îðáèòå â óñëîâèÿõ ìèêðîãðàâèòàöèè [13],
êîãäà íàëè÷èå âåñòèáóëÿðíîãî êîíôëèêòà ïðèâîäèò ê íàðóøåíè-
ÿì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ âåñòèáóëÿðíîãî àïïàðàòà.

Ïðè ýòîì êîððåêöèÿ â ïåðâîì âàðèàíòå ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàìì-
íîé, çàâèñÿùåé îò àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîé èìèòàöèè óïðàâëÿå-
ìîãî ïîëåòà, à êîððåêöèÿ âî âòîðîì âàðèàíòå çàâèñèò îò ñèãíàëà
ñ ìèêðîàêñåëåðîìåòðà (èëè ìèêðîâèáðîãèðîñêîïà), óñòàíîâëåí-
íîãî íà øëåìå êîñìîíàâòà. Òàêèì îáðàçîì, èìååì äâà âàðèàíòà
êîððåêöèè � ïðîãðàììíûé è ôîðìèðóåìûé ïî ïîêàçàíèÿì òåõ-
íè÷åñêîãî ñåíñîðà.

5.2. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âòîðîé âàðèàíò òàêæå èìååò ìåñòî
è íà Çåìëå, êîãäà ó ëþäåé ïîæèëîãî âîçðàñòà ïðè íàðóøåíèÿõ
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ âåñòèáóëÿðíîãî àïïàðàòà ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ
âåðòèêàëüíîé ïîçû.

Åñëè ñèñòåìà (28)�(29) ïðè Isyn ≡ const ∈ [0.99; 1.147) íàõî-
äèòñÿ â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ôîêóñà, òî ìîæíî ãî-
âîðèòü î ðåæèìå îæèäàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íàëè÷èå
òàêîãî ðåæèìà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñîñòàâëÿåò ïðèíöèïèàëüíîå
îòëè÷èå âåñòèáóëÿðíîãî ìåõàíîðåöåïòîðà, ÿâëÿþùåãîñÿ èíåðöè-
àëüíûì ìåõàíîðåöåïòîðîì, îò òåõíè÷åñêèõ èíåðöèàëüíûõ ñåíñî-
ðîâ.

6. Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ëàáîðàòîðíîé ðàáî-
òû êîìïüþòåðíîãî ïðàêòèêóìà

6.1. Íàõîæäåíèå îñîáûõ òî÷åê ïðè Isyn = 0, 97; 0, 98; . . . ; 1, 15
(19 òî÷åê) ñ òî÷íîñòüþ äî 3 çíàêà ïîñëå çàïÿòîé è îïðåäåëåíèå
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû Ak (k = 1, 2, . . . , 19).

6.2. Íàõîæäåíèå â èíòåðâàëå Isyn (1, 14 � 1, 15) òî÷êè áèôóð-
êàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà ñ òî÷íîñòüþ äî 4 çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.

6.3. Íàõîæäåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî ïî Ïóàíêàðå
ïðåäåëüíîãî öèêëà â îáðàòíîì âðåìåíè ïðè Isyn = 0, 99; . . . ; 1, 05
è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè, íàéäåííîé â
ïóíêòå 6.1.

6.4. Íàõîæäåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî ïî Ïóàíêàðå
ïðåäåëüíîãî öèêëà â ïðÿìîì âðåìåíè ïðè Isyn = 0, 99; . . . ; 1, 05 è
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ âî âíåøíåé îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà,
íàéäåííîãî â ïóíêòå 6.3.
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6.5. Ïðè Isyn = 0, 99; . . . ; 1, 05 íàïèñàòü óðàâíåíèÿ â âàðèà-
öèÿõ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì â îêðåñòíîñòè òî÷å÷íîãî àòòðàêòî-
ðà è êîððåêòèðóþùåìó àääèòèâíîìó ïàðàìåòðó (ãàëüâàíè÷åñêèé
òîê) P (t) = p sin(qt), (p = 0, 05; q � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îäíîðîä-
íîé ñèñòåìû â âàðèàöèÿõ). Ïîñòðîèòü ïðåäåëüíûé öèêë, ÿâëÿþ-
ùèéñÿ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè âîçìóùàåìîé íåîäíî-
ðîäíîé ñèñòåìû â âàðèàöèÿõ.

6.6. Íàéòè ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâà-
ìè, ïîñòðîåííûìè â ïóíêòàõ 6.3 è 6.5.

6.7. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè ðàññòîÿíèÿ Õàóñäîðôà,
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè Õîäæêèíà�Õàêñëè
èç îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ òî÷å÷íîãî àòòðàêòîðà è êîððåêòèðóþ-
ùåì ïàðàìåòðå èç ïóíêòà 6.5 íàéòè âðåìÿ ïåðåõîäà è ïîñòðîèòü
ãðàôèê ïåðåõîäà íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè {v, n} è ïëîñêîñòè {t, v}.
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Ïðèëîæåíèå
7. Áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà è ïîâåäå-

íèå ñèñòåìû â ëåâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè áè-
ôóðêàöèè

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïàðà êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ñîñòîÿíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ ïåðåõîäèò ÷åðåç ìíèìóþ îñü. Ïðè ýòîì ïîòåðÿ óñòîé÷è-
âîñòè ñâÿçàíà ñ ïîÿâëåíèåì ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû. Òàêàÿ áè-
ôóðêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ìåõàíèçìîì ïåðåõîäà îò ñòàöè-
îíàðíîãî ðåæèìà ê àâòîêîëåáàíèÿì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â òåîðèè
áèôóðêàöèé îíà òðàäèöèîííî èãðàåò îñîáóþ ðîëü [15].

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, çàâèñÿùóþ îò ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà µ, ñëåäóþùåãî âèäà

ẋ1 = µx1 − ω(µ)x2 + (L1x1 − Ω1x2)(x
2
1 + x22)+

+G̃1(x1, x2, µ),

ẋ2 = ω(µ)x1 + µx2 + (Ω1x1 + L1x2)(x
2
1 + x22)+

+G̃2(x1, x2, µ),

(31)

ãäå µ = const è µ ∈ (−µ0, µ0), µ0 ≪ 1; ôóíêöèè G1,2 ÿâëÿþòñÿ
ãëàäêèìè ïî x è ïî µ è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

G̃(0, 0, µ) = 0, G̃′
x(0, 0, µ) = 0,

G̃′′
xx(0, 0, µ) = 0, G̃′′′

xxx(0, 0, µ) = 0.

Òåîðåìà Àíäðîíîâà�Ëåîíòîâè÷. Åñëè ïåðâàÿ Ëÿïóíîâ-
ñêàÿ âåëè÷èíà L1 â (31) ìåíüøå íóëÿ, òî äëÿ ìàëûõ µ 6 0 ñî-
ñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O óñòîé÷èâî è âñå òðàåêòîðèè â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè U íà÷àëà êîîðäèíàò ñòðåìÿòñÿ ê O. Êîãäà µ > 0,
ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì è âîçíèêàåò
óñòîé÷èâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà äèàìåòðà ∼ √

µ òàêàÿ, ÷òî
âñå òðàåêòîðèè èç U , çà èñêëþ÷åíèåì O, ñòðåìÿòñÿ ê íåé.

Åñëè ïåðâàÿ Ëÿïóíîâñêàÿ âåëè÷èíà L1 áîëüøå íóëÿ, òî äëÿ
ìàëûõ µ > 0 ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O íåóñòîé÷èâî è âñå îñòàëü-
íûå òðàåêòîðèè ïîêèäàþò ìàëóþ îêðåñòíîñòü U íà÷àëà êîîð-
äèíàò. Êîãäà µ < 0, ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâèòñÿ óñòîé-
÷èâûì. Åãî îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ îãðàíè÷åíà íåóñòîé÷èâîé ïå-
ðèîäè÷åñêîé îðáèòîé äèàìåòðîì ∼

√
−µ, êîòîðàÿ ñòÿãèâàåòñÿ

ê O ïðè µ = 0.

32



Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå òåîðåìû Àíäðîíîâà�Ëåîíòîâè÷ ïðè
àíàëèçå ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû (28)�(29) â îêðåñòíîñòè òî÷êè áè-
ôóðêàöèè Isyn = I∗syn + ∆Isyn, ãäå ∆Isyn = µ è µ ∈ [−µ0, µ0],
0 < µ0 ≪ 1, µ0 = 0.001. Äëÿ çíà÷åíèé µ = −0.001, µ = 0 è
µ = 0.001 ìàòðèöû ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé ñèñòåìû (28)�(29) áó-
äóò èìåòü îäèí è òîò æå âèä, ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäà S ê Æîðäàíî-

âîé ôîðìå, ãäå S =

(
0.299 −0.337
0.013 0

)
è S−1 =

(
0 76.336

−2.966 67.595

)
.

Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñèñòåìà (28)�(29) ïðèíèìàåò âèä:
ẋ1 = α(µ)x1 − β(µ)x2 + (L1x1 − Ω1x2)(x

2
1 + x22)+

+G1(x1, x2);

ẋ2 = β(µ)x1 + α(µ)x2 + (Ω1x1 + L1x2)(x
2
1 + x22)+

+G2(x1, x2);

(32)

ãäå Gi(x1, x2) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè è óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì Gi(0, 0) = 0, G′

ix(0, 0) = 0, G′′
ixx(0, 0) = 0, G′′′

ixxx(0, 0) =
0, i = 1, 2.

Äëÿ ñèñòåìû (32) â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè µ = 0 ïåðâàÿ
âåëè÷èíà Ëÿïóíîâà ïðèíèìàåò âèä L1 = 0.0195 > 0.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè µ = 0 çíà÷åíèÿ α è β êîðíåé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (λ = α ± iβ) ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñè-
ñòåìû íàõîäÿòñÿ â ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè îò µ (Ðèñ. 13). Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ñèñòåìû (28)�(29) ïðèìåíåíèå òåîðåìû âîçìîæíî
[18].

Òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå L1 > 0, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû,
÷òî äèàìåòð îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ôîêóñà â ëåâîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè áèôóðêàöèè óìåíüøàåòñÿ ìîíîòîííî ïî µ äî
íóëÿ, ãîâîðèò î ñóùåñòâîâàíèè äðóãèõ àòòðàêòîðîâ â ñèñòåìå

Ðèñ. 13. α(µ) (ñëåâà) è β(µ) (ñïðàâà)
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(32). Â ñèñòåìå (28)�(29) � ýòî íàëè÷èå ïåðèîäè÷åñêîãî àòòðàê-
òîðà ïðè ïîñòîÿííîì Isyn ∈ [0.99; 1.147) ìÀ/ ñì2. Ñëåäîâàòåëüíî,
ýòîò èíòåðâàë ìîæíî íàçâàòü óñëîâíî �èíòåðâàëîì áèôóðêàöèè�,
òàê êàê îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ôîêóñà ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ äî
íóëÿ ïðè íàëè÷èè ïåðèîäè÷åñêîãî àòòðàêòîðà.

8. Ñðàâíåíèå ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ëèíåé-
íîé è áèëèíåéíîé ñèñòåì

Ñðàâíèì îöåíêó χ1 (15) êà÷åñòâà ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè
íåâîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (13) è îöåíêó χ2 (19) êà÷å-
ñòâà ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè íåâîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû
(16) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ µ.

Ïðè ìàëûõ δ1 ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå îöåíêè êà÷åñòâà:
χ1 = 6, 39, χ2 = 6, 47 ïðè µ = 0, 1; χ1 = 1, 39, χ2 = 1, 46 ïðè
µ = 0, 5; χ1 = 1, χ2 = 1 ïðè µ = 0, 99.

Ñðàâíåíèå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåì (13) è (16) ïðè ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèÿõ µ äëÿ δ1 = 0.1 ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 14-16. Çäåñü
ïðåäåëüíûé öèêë ñèñòåìû (13) ïîêàçàí òî÷å÷íîé ëèíèåé, à ïðå-
äåëüíûé öèêë ñèñòåìû (16) ïîêàçàí ñïëîøíîé ëèíèåé.

Ïðîâåäåííîå ñðàâíåíèå èìååò ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë �

Ðèñ. 14. Ïðåäåëüíûé öèêë ïðè µ = 0, 1.
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Ðèñ. 15. Ïðåäåëüíûé öèêë ïðè µ = 0, 5.

Ðèñ. 16. Ïðåäåëüíûé öèêë ïðè µ = 0, 99.
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÷åì áîëüøå ñèëà òðåíèÿ â ñèñòåìå, òåì ëó÷øàÿ ïîëó÷àåòñÿ îöåí-
êà êà÷åñòâà ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè. Ñîîòâåòñòâåííî, òåì ìåíü-
øå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè D∞ äëÿ îáîèõ ñèñòåì. Áîëåå òîãî,
ïðè óâåëè÷åíèè µ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè D∞ îáîèõ ñèñòåì
âñå áîëåå ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé.

9. Ïîñòðîåíèå îöåíêè îáëàñòè äîñòèæèìîñòè
ëèíåéíîé ñèñòåìû

Ïîñòðîåíèå òî÷íîé ãðàíèöû ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â îá-
ùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè
ðÿäà çàäà÷ ìîæíî èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèè (âíóòðåííèå è
âíåøíèå) ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñïîñîáû ïîñòðî-
åíèÿ òàêèõ àïïðîêñèìàöèé.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó âèäà

ẋ = Ax+Bu, (33)

ãäå x = (x1, . . . , xn)
T � n-ìåðíûé âåêòîð êîîðäèíàò ñèñòåìû;

A è B � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû n × n è n × m ñîîòâåòñòâåííî;
u = (u1, . . . , um)T ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó L∞ èçìåðèìûõ îãðà-
íè÷åííûõ ôóíêöèé, sup

06t<∞
(uT (t)u(t)) 6 1. Ìàòðèöà A ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ ãóðâèöåâîé, ò. å. äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè êîðíåé õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ det(A − λE) = 0 îòðèöàòåëüíû, ãäå
E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêó ìíîæåñòâà
äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (33). Ñëåäóÿ [10], ïîä ìíîæåñòâîì äîñòè-
æèìîñòè áóäåì ïîíèìàòü îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùóþ èç òî÷åê, â êîòîðûå çà êîíå÷íîå
âðåìÿ ìîæåò ïðèéòè òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû, âûõîäÿùàÿ èç íà÷àëà
êîîðäèíàò, èñïîëüçóÿ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå.

Èçâåñòíî, ÷òî àïïðîêñèìàöèþ ñâåðõó îáëàñòè äîñòèæèìîñòè
ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ òåîðèþ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðà-
âåíñòâ [10]. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðèè, ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñè-
ñòåìû (33) ñîäåðæèòñÿ â ýëëèïñîèäå

xTP−1x 6 1, (34)

ãäå P (α) = PT (α) > 0 � ðåøåíèå ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíå-
íèÿ

AP + PAT + αP + α−1BBT = 0, α > 0. (35)

Äàëåå, ðåøàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

min
α>0

Tr[P ]
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èëè
min
α>0

det[P ]

ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó, çàäàþùóþ èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä ñ íàè-
ìåíüøèì ñëåäîì èëè íàèìåíüøèì îáúåìîì. Ýòîò ýëëèïñîèä ñî-
äåðæèò â ñåáå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (33), êîãäà äî-
ïóñòèìîå óïðàâëåíèå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó èçìåðèìûõ ôóíê-
öèé, îãðàíè÷åííûõ ïî íîðìå â L∞ åäèíèöåé.

Ñõîæèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ ñíè-
çó. Äëÿ ýòîãî çàäàäèì ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ
V (x) = xTLx, ãäå ìàòðèöà L ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî-
îïðåäåëåííàÿ, ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, òàêàÿ, ÷òî LT =
L > 0, è íàéäåì åå ïðîèçâîäíóþ â ñèëó (33):

V̇ = xTATLx+ xTLAx+ 2uTBTLx.

Ïóñòü Ω � ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîâðåìåííî
ýëëèïñîèäó xTLx 6 1 è ìíîæåñòâó xTLBBTLx 6 1. Ìîæíî äîêà-
çàòü óòâåðæäåíèå, ÷òî ìíîæåñòâî Ω öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ âíóòðè
ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (33), åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè
èç Ω, çà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëà êîîðäèíàò, âûïîëíåíî íåðàâåñòâî

max
uTu61

V̇ = xTATLx+ xTLAx+ 2 max
uTu61

(uTBTLx) > 0. (36)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ýòîì íåðàâåíñòâå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ u è BTLx, è ïîýòîìó ìàêñè-
ìóì íà øàðå uTu 6 1 â ñëó÷àå BTLx ̸= 0 äîñòèãàåòñÿ ïðè
u = BTLx√

xTLBBTLx
, à ïðè BTLx = 0 ìîæíî âçÿòü u = 0, ò. å.

max
uTu61

V̇ =

{
xTATLx+ xTLAx+ 2 xTLBBTLx√

xTLBBTLx
, BTLx ̸= 0;

xTATLx+ xTLAx, BTLx = 0.

Âñþäó â îáëàñòè xTLBBTLx 6 1 èìååì

max
uTu61

(uTBTLx) 6 xTLBBTLx,

è ïîýòîìó âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

xTATLx+ xTLAx+ 2xTLBBTLx > 0 (37)

àâòîìàòè÷åñêè âëå÷åò çà ñîáîé âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (36) (â òîì
÷èñëå è äëÿ ñëó÷àÿ BTLx = 0). Óñëîâèå (37) ìîæåò áûòü çàïè-
ñàíî â ôîðìå ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà

ATL+ LA+ 2LBBTL > 0, (38)
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êîòîðîå ïîñëå óìíîæåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà íà ìàòðèöó Q = L−1 ̸=
0 ïðåâðàùàåòñÿ â ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî

QAT +AQ+ 2BBT > 0. (39)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî S = {x ∈ Rn|xTQ−1x 6
1, xTQ−1BBTQ−1x 6 1}, ãäå Q = QT > 0 óäîâëåòâîðÿåò ëè-
íåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó (39), ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (33), åñëè ýòà ñèñòåìà âïîëíå óïðàâëÿå-
ìà.

Óòâåðæäåíèå.Åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Q = QT > 0, òà-
êàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (39),
òî ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè âïîëíå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû
(33) ñîäåðæèò â ñåáå ìíîæåñòâî S = {x ∈ Rn|xTQ−1x 6
1, xTQ−1BBTQ−1x 6 1} [7].

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ãîâîðèòü î �ñóïðåìàëüíîì� (ïðå-
äåëüíîì èëè ãðàíè÷íîì) ðåøåíèè íåðàâåíñòâà (39), ò. å. ìàòðèöå
Q∗ = Q∗T > 0, òàêîé, ÷òî

Q∗AT +AQ∗ + 2BBT = 0.

Òîãäà ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè âïîëíå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû
(33) áóäåò ñîäåðæàòü â ñåáå �ñóïðåìàëüíîå� ìíîæåñòâî S = {x ∈
Rn|xTQ∗−1x < 1, xTQ∗−1BBTQ∗−1x < 1}; âîïðîñ î ïðèíàäëåæ-
íîñòè ãðàíèöû ∂S îáëàñòè äîñòèæèìîñòè äîëæåí ðàññìàòðè-
âàòüñÿ îòäåëüíî.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà

ẍ+ 2εẋ+ ω2x = u, |u| 6 1, (40)

ïîëàãàÿ ε > 0, ω2 > 0. Ââåäåì ïåðåìåííûå x1 = x, x2 = ẋ è
ïðåäñòàâèì (40) â âèäå (33). Ïîëó÷èì

A =

(
0 1

−ω2 −2ε

)
, B = b =

(
0
1

)
.

Ïóñòü Q =

(
q11 q12
q12 q22

)
, òîãäà íåðàâåíñòâî (39) ïðèìåò âèä(

2q12 −ω2q11 − 2εq12 + q22
−ω2q11 − 2εq12 + q22 −2ω2q12 − 4εq22 + 2

)
> 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå äâóõ ñêàëÿðíûõ íåðàâåíñòâ

q12 > 0,

2q12(−2ω2q12 − 4εq22 + 2) > (−ω2q11 − 2εq12 + q22)
2,
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Ðèñ. 17. Òî÷íàÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè äëÿ ñèñòåìû
(40), à òàêæå åå âíåøíÿÿ è âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèè.

êîòîðóþ ñëåäóåò äîïîëíèòü óñëîâèÿìè ïîëîæèòåëüíîé îïðåäå-
ëåííîñòè ìàòðèöû Q

q11 > 0, q11q22 > q212.

�Ñóïðåìàëüíîå� ðåøåíèå

Q∗ =

(
1

2εω2 0
0 1

2ε

)
, L = Q∗−1 =

(
2εω2 0
0 2ε

)
çàäàåò âíóòðåííîñòü ýëëèïñà

2εω2x21 + 2εx22 < 1. (41)

Óñëîâèå xTQ∗−1BBTQ∗−1x < 1 ïðåâðàùàåòñÿ â óñëîâèå

− 1

2ε
< x2 <

1

2ε
. (42)

Ïðèìåì â ñèñòåìå (40) ε = 0, 5, ω2 = 1 è ïîñòðîèì îöåíêó äëÿ
îáëàñòè äîñòèæèìîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ îáëàñòü (41) öåëèêîì ëåæèò âíóòðè îáëàñòè (42).

Íà Ðèñ. 17 ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà òî÷íàÿ ãðàíèöà îá-
ëàñòè äîñòèæèìîñòè, ïîñòðîåííàÿ ïî ìåòîäó [5], èçëîæåííîìó
âûøå.
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Âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ (èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 17 ïóíêòèð-
íîé ëèíèåé) ïîñòðîåíà êàê ýëëèïñîèäàëüíàÿ îöåíêà (34) èíâàðè-
àíòíîãî ìíîæåñòâà [10] ñ ÷èñëåííîé ìèíèìèçàöèåé ñëåäà ìàòðè-
öû P (α), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (35). Ñ ïîìîùüþ ïàêåòà
Matlab áûëè íàéäåíû ìèíèìèçèðóþùåå çíà÷åíèå α = 0, 4619 è
ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå P (α) óðàâíåíèÿ (35):

P =

(
2, 4461 −0, 5649
−0, 5649 2, 1422

)
, P−1 =

(
0, 4353 0, 1148
0, 1148 0, 4971

)
.

Âíóòðåííÿÿ îöåíêà îáëàñòè äîñòèæèìîñòè êàê �ñóïðåìàëü-
íûé� ýëëèïñîèä (41) ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. 17 òî÷å÷íîé ëèíèåé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ìîæíî òàê-
æå ïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèÿìè [9], çàäàþùèìè îáëàñòè ñóïåð- è ñóá-
äîñòèæèìîñòè (îïòèìàëüíûå îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó). Äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ òî÷íîé ãðàíèöû îáëàñòè äîñòèæèìîñòè àáñîëþòíî êî-
ëåáàòåëüíîé ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ìåòîäîì, ïðåäñòàâëåííûì â [5] è èçëîæåííûì âûøå.
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