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УПРАВЛЕНИЕ МАЯТНИКОМ

ПРИ ПОМОЩИ МАХОВИКА

А.В. Безнос, А.А. Гришин, А.В. Ленский,

Д.Е. Охоцимский, А.М. Формальский

Введение

В приложениях часто возникают проблемы управления движе-
нием тех или иных механических систем. Обычно требуется по-
строить закон управления, чаще всего в виде обратной связи, ко-
торый обеспечивает функционирование системы в желаемом ре-
жиме [1–3]. Определенные трудности вызывает проблема синтеза
управления объектами, которые в отсутствие управления неустой-
чивы. Поскольку ресурсы реальных приводов так или иначе огра-
ничены, то неустойчивый объект управления может быть выведен
на желаемый режим работы не из всякого состояния.

Задачи управления маятником, стабилизации его верхнего
неустойчивого положения равновесия относятся к числу клас-
сических задач механики и теории управления. В большинстве
работ эти задачи решаются путем перемещения точки подвеса
маятника. Так, в работах [4, 5] предложено стабилизировать
перевернутый маятник путем вертикальных перемещений его
точки подвеса (стабилизированный таким образом маятник часто
называют маятником Капицы). В работе [6] рассматривается
задача стабилизации многозвенного перевернутого маятника. Она
решается путем горизонтальных перемещений точки подвеса.
Такой маятник может быть смонтирован на тележке, способной
перемещаться горизонтально. Всем известно, что, перемещая
ладонь руки в горизонтальной плоскости, можно удерживать
от падения стоящую на ней вертикально палку. Особенно легко
это делать, если палка «длинная» и ее масса сосредоточена на
верхнем конце.

Здесь, в отличие от многих классических работ, рассматрива-
ется плоский однозвенный маятник, точка подвеса которого непо-
движна. Маятник находится в поле сил тяжести. В точке подвеса
маятника (в шарнире) действуют силы трения, которые, однако,
при конструировании устройства сведены к минимуму. Никакие
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другие силы, кроме сил реакции опоры, в точке подвеса не дей-
ствуют. Для управления колебаниями маятника на нём смонтиро-
ван маховик с электроприводом. Ротор электродвигателя жестко
соединен с маховиком. Момент, развиваемый электродвигателем,
приложен, с одной стороны, к его ротору, а тем самым и к ма-
ховику, с другой стороны, к статору, а тем самым и к маятнику.
При помощи этого момента и осуществляется управление движе-
нием маятника. Принципиальная возможность подобного способа
управления (стабилизации) может быть строго доказана при помо-
щи теоремы об изменении момента количества движения системы
относительно точки подвеса маятника [?, 7]. На основе этого же
принципа осуществляется управление ориентацией спутников при
помощи гиродинов; человек, который стремится удержаться от па-
дения назад или вперед, вращает руками. В [9] подобный способ
предложен для стабилизации вертикального положения двухколес-
ного велосипеда. В статье [10] рассматривается задача стабилиза-
ции перевернутого маятника при помощи маховика при условии,
что в начале процесса управления он уже находится в некоторой
«малой» окрестности желаемого положения равновесия.

Целью настоящей работы является построение желаемых режи-
мов движений плоского однозвенного маятника путем управления
вращением смонтированного на нём маховика. Маховик, как уже
сказано выше, приводится во вращение электродвигателем. При
этом управляющим параметром является напряжение, подаваемое
на двигатель.

Желаемые режимы движений маятника, которые реализуют-
ся в настоящей работе, — это стабилизация маятника в верхнем
неустойчивом положении равновесия, быстрое раскачивание маят-
ника, висящего первоначально вниз, быстрое торможение колеблю-
щегося маятника, раскачивание маятника с переводом его в верх-
нее неустойчивое положение равновесия и стабилизацией в этом
положении. Законы изменения напряжения, при которых реализу-
ется то или иное желаемое движение, синтезируются в виде обрат-
ной связи.
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§1. Устройство маятника с маховиком

На рис. 1.1 показан однозвенный маятник 1 с маховиком 3.
Маятник способен совершать круговые движения в вертикальной
плоскости. Его ось вращения 2 находится на неподвижном осно-
вании. В этой оси отсутствует какой-либо привод.

2

4

1

3

5

Рис. 1.1. 1 — маятник, 2 — ось маятника, 3 – маховик, 4 — ось маховика,

5 – электродвигатель.

Ось вращения маховика 4 закреплена на маятнике и парал-
лельна оси вращения маятника. Маховик приводится во вращение
электродвигателем постоянного тока 5.

Электропривод, так же как и маховик, смонтирован на маят-
нике. Статор двигателя жестко скреплен с маятником, ось рото-
ра (якоря) жестко соединена с осью маховика. Система управле-
ния двигателем включает персональный компьютер, контроллер и
усилитель мощности, являющийся источником питания двигателя.
При управлении используется информация об углах и скоростях
поворота маятника относительно неподвижного основания и махо-
вика относительно маятника. Эти углы измеряются импульсными
датчиками.
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На рис. 1.2 приведена схема маятника. Маятник OB в точке O
шарнирно соединен с неподвижной опорой. Ось шарнира перпен-
дикулярна плоскости качаний маятника (плоскости чертежа). Вве-
дем обозначения: l — длина маятника (l = OB), M — его масса,
J — его момент инерции относительно шарнира O. Маятник пред-
ставляет собой однородный стержень, поэтому его центр масс рас-
положен в середине отрезка OB и J = Ml2/3. Угол отклонения
маятника от вертикали обозначается через φ или ψ (см. рис. 1.2).

O

B

ϕ

α

ψ l

Рис. 1.2. Схема маятника с маховиком: O — точка подвеса маятника, B

— центр маховика, OB=l

Симметричный относительно своей оси вращения маховик
смонтирован на маятнике так, что его центр расположен в конце
маятника OB — в точке B. На рис. 1.2 маховик изображен
в виде окружности с центром в точке B. Маховик может
поворачиваться в ту или иную сторону вокруг проходящей
через точку B горизонтальной оси, перпендикулярной плоскости
качаний маятника (плоскости чертежа). Эта ось параллельна
оси шарнира O. Ось вращения маховика является продолжением
оси ротора электродвигателя. Таким образом, маховик вместе с
якорем двигателя имеет по отношению к маятнику одну степень
свободы. Вся система имеет две степени свободы. Единственный
управляющий параметр в системе — напряжение u, подаваемое
на электродвигатель, который вращает маховик.

Введем обозначения: m — суммарная масса маховика и элек-
тродвигателя, Jm — суммарный момент инерции маховика и рото-
ра двигателя относительно их оси вращения. Будем считать, что
в точке B маятника OB расположен центр масс маховика вместе
с электродвигателем. Для того чтобы при заданной массе махо-
вика его момент инерции был максимально возможным, его мас-
су нужно сосредоточить по возможности на периферии. Поэтому
конструкция маховика такова, что он близок к кольцу, внешний
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радиус которого R = 0,042 м, а внутренний радиус r = 0,036 м.
Масса маховика M равномерно распределена по кольцу. Его мо-
мент инерции вычисляется по формуле M(r2 +R2)/2.

§2. Уравнения движения маятника

Поведение описанной механической системы характеризуется
двумя обобщенными координатами — углом ψ поворота маятни-
ка относительно вертикали и углом α поворота маховика вместе
с якорем электродвигателя относительно маятника. Оба угла от-
считываются в направлении, противоположном вращению часовой
стрелки (см. рис. 1.2). Однако угол поворота маховика — цикли-
ческая переменная. Поэтому в уравнениях движения (см. ниже)
фигурирует только угловая скорость маховика ω = α̇ относитель-
но маятника — относительно прямой OB. С такой же скоростью
ω вращается и ротор электродвигателя относительно его статора,
поскольку между ротором и маховиком нет редуктора, а статор
электродвигателя жестко скреплен с маятником. Заметим, что зна-
чение угла α не представляет интереса в задаче управления коле-
баниями маятника, поэтому уравнение ω = α̇ отсутствует в выпи-
санных ниже уравнениях.

Кинетическая энергия системы T , потенциальная Π и вирту-
альная работа δW могут быть найдены при помощи следующих
выражений:

2T = Jψ̇2 +ml2ψ̇2 + Jm(ψ̇ + ω)2,

Π =

(

M

2
+m

)

gl cosψ,

δW = Lδα− Lfδψ.

(1.1)

Здесь g — ускорение свободного падения, L — момент электромаг-
нитных сил, приложенных к ротору электродвигателя со стороны
статора, Lf — момент сил трения в шарнире O. Используя метод
Лагранжа второго рода [11], составим с помощью выражений (1.1)
уравнения движения системы

(

J +ml2 + Jm
)

ψ̈ + Jmω̇ =

(

M

2
+m

)

gl sinψ − Lf , (1.2)

Jm

(

ψ̈ + ω̇
)

= L. (1.3)

Уравнения (1.2), (1.3) можно также получить, используя тео-
рему об изменении кинетического момента системы [?, 7]. Урав-
нение (1.2) как раз описывает изменение кинетического момента
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системы относительно точки O под действием момента силы тя-
жести и момента сил трения. В левой части уравнения (1.2) стоит
производная кинетического момента, в правой выписано выраже-
ние для момента относительно точки O, развиваемого силами тя-
жести и трения. При наличии в шарнире O сил вязкого трения
момент этих сил Lf = κψ̇, где постоянная величина κ пропорци-
ональна коэффициенту вязкости, при наличии сил сухого трения
момент Lf = χ sign ψ̇, где постоянный коэффициент χ характе-
ризует порог сил сухого трения. Момент L пропорционален силе
тока в обмотке якоря. Пренебрежем индуктивностью в цепи якоря
(электромагнитной постоянной времени), тогда этот момент мож-
но представить в виде [12]

L = c1u− c2ω. (1.4)

Подаваемое на двигатель напряжение u ограничено по абсолют-
ной величине

|u| ≤ u0 (u0 = const ), (1.5)

произведение c2ω описывает момент сил, возникающих из-за
противо-ЭДС. Положительные постоянные коэффициенты c1 и c2
вычисляются по паспортным значениям пускового и номиналь-
ного моментов, номинальной угловой скорости и номинального
напряжения двигателя [12, стр. 123]. Они могут быть найдены
также путем идентификации параметров двигателя. Множе-
ство кусочно-непрерывных функций u(t), удовлетворяющих
неравенству (1.5), обозначим через U .

Уравнения (1.2)–(1.4) перепишем в виде
(

J +ml2 + Jm
)

ψ̈ + Jmω̇ −

(

M

2
+m

)

gl sinψ + Lf = 0, (1.6)

Jm

(

ψ̈ + ω̇
)

+ c2ω = c1u. (1.7)

Член Jmω̇ в левой части уравнения (1.6) пропорционален угло-
вому ускорению маховика, его можно рассматривать как реактив-
ный момент, который влияет на колебания маятника.

Пренебрегая моментом сил трения Lf , перепишем уравне-
ния (1.6), (1.7), разрешив их относительно старших производных:

(

J +ml2
)

ψ̈ =

(

M

2
+m

)

gl sinψ + c2ω − c1u, (1.8)

(

J +ml2
)

Jmω̇ = −Jm

(

M

2
+m

)

gl sinψ−

−
(

J +ml2 + Jm
)

c2ω +
(

J +ml2 + Jm
)

c1u.

(1.9)
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Введем безразмерное время τ по формуле

t = ϑτ, ϑ2 =
J +ml2

(

M
2 +m

)

gl
. (1.10)

Тогда уравнения (1.8), (1.9) можно записать компактно в без-
размерных переменных следующим образом:

ψ′′ = sinψ + eσ − ν,

σ′ = − sinψ − jeσ + jν.
(1.11)

Здесь штрих означает дифференцирование по безразмерному вре-
мени τ ,

e =
c2

ϑ
(

M
2 +m

)

gl
, j =

J +ml2 + Jm
Jm

> 1 (1.12)

— безразмерные параметры системы, а

σ = ϑω, ν =
c1

(

M
2 +m

)

gl
u =

c1ϑe

c2
u (1.13)

— безразмерная угловая скорость маховика и безразмерное напря-
жение.

Неравенство (1.5) в новых обозначениях принимает вид

|ν| ≤ ν0, ν0 =
c1ϑe

c2
u0 = const . (1.14)

Введение безразмерных параметров и переменных существенно
упрощает математическую модель системы.

§3. Стабилизация маятника в верхнем неустойчи-

вом положении равновесия

В настоящем параграфе рассматривается задача стабилизации
маятника в верхнем неустойчивом положении равновесия в пред-
положении, что в начале процесса стабилизации он уже находится
в некоторой окрестности этого желаемого положения.

3.1. Линеаризованные уравнения. Система уравнений тре-
тьего порядка (1.8), (1.9) содержит единственную нелинейность —
sinψ. Исключим из рассмотрения круговые движения маятни-
ка. Будем, кроме того, считать, что угол ψ в процессе стабили-
зации верхнего положения равновесия маятника близок к нулю.
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Тогда, заменив функцию sinψ ее аргументом ψ, получим вме-
сто (1.8), (1.9) приближенную линейную систему дифференциаль-
ных уравнений:

(

J +ml2
)

ψ̈ =

(

M

2
+m

)

glψ + c2ω − c1u,

(

J +ml2
)

Jmω̇ = −Jm

(

M

2
+m

)

glψ−

−
(

J +ml2 + Jm
)

c2ω +
(

J +ml2 + Jm
)

c1u.

(1.15)

При u = 0 нелинейная (1.8), (1.9), а также линейная (1.15) си-
стемы имеют тривиальное решение:

ψ = 0, ψ̇ = 0, ω = 0. (1.16)

Это решение отвечает верхнему положению маятника и покоя-
щемуся маховику. В перевернутом положении маятник неустойчив,
что вытекает из физических соображений. Неустойчивость пере-
вернутого маятника может быть доказана также и математически
(см. ниже). Задачу стабилизации равновесия (1.16) при помощи
управления и будем рассматривать далее.

В безразмерных переменных линеаризованная система (1.15)
принимает вид

ψ′′ = ψ + eσ − ν, σ′ = −ψ − jeσ + jν. (1.17)

Уравнения (1.17) получаются при линеаризации уравне-
ний (1.11). В матричном виде систему (1.17) можно записать
так:

x′ = Ax+ bν, (1.18)

где

x = ‖ψ, ψ′, σ‖T , A = ‖aqs‖ =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

0 1 0
1 0 e
−1 0 −je

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, b = ‖bq‖ =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

0
−1
j

∥

∥

∥

∥

∥

∥

,

(1.19)

(q, s = 1, 2, 3).

Желаемое состояние равновесия (1.16) в безразмерных пере-
менных записывается так:

x = ‖ψ, ψ′, σ‖T = 0. (1.20)

В формулах (1.19), (1.20) символ T означает транспонирование.
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3.2. Собственные значения разомкнутой системы. Если
управление «отсутствует», т. е. ν = 0 (u = 0), то система называ-
ется разомкнутой. Выясним расположение на комплексной плос-
кости собственных значений разомкнутой системы, т. е. собствен-
ных значений матрицы A. Выпишем характеристическое уравне-
ние этой матрицы третьего порядка (µ — спектральный параметр):

F (µ) = µ3 + jeµ2 − µ+ e(1− j) = (µ+ je)(µ2 − 1) + e = 0. (1.21)

Положим для начала c2 = 0, тогда из (1.12) следует, что e = 0.
Уравнение (1.21) при e = 0 имеет один нулевой и два ненулевых
корня ±1, отличающихся только знаками, т. е. спектр разомкну-
той системы при e = 0 симметричен относительно мнимой оси. Это
естественно, поскольку при c2 = 0 разомкнутая система консерва-
тивна. При «добавлении» противо-ЭДС (c2 > 0, e > 0) нулевое
собственное значение «сдвигается» влево, два другие также сдви-
гаются, но остаются положительным и отрицательным при всех
значениях e > 0. Это утверждение справедливо, поскольку функ-
ция F (µ) трижды меняет знак при изменении ее аргумента µ от
−∞ до +∞. Два раза ее график пересекает отрицательную полу-
ось µ и один раз положительную. Действительно, поскольку j > 1
(см. неравенство (1.12))

F (−∞) = −∞ < 0; F (−je) = e > 0;

F (0) = e(1− j) < 0; F (+∞) = +∞ > 0.

Итак, уравнение (1.21) имеет три действительных корня: один
положительный — µ1 > 0, два отрицательных — µ2, µ3 < 0. Соб-
ственные значения λq (q = 1, 2, 3) исходной системы (1.15) (их раз-
мерность равна c−1) связаны с безразмерными собственными зна-
чениями µq соотношениями (см. преобразование времени (1.10)):

µq = ϑλq (q = 1, 2, 3). (1.22)

Поэтому среди собственных значений λq (q = 1, 2, 3) систе-
мы (1.15) также есть одно положительное λ1 > 0 и два отрица-
тельных λ2, λ3 < 0.

Таким образом, рассматриваемая система в отсутствие управ-
ления, т. е. в разомкнутом состоянии, неустойчива. Тем самым до-
казано, что неуправляемый перевернутый маятник неустойчив.
Важно подчеркнуть, что только одно действительное собствен-
ное значение системы лежит в правой полуплоскости комплекс-
ной плоскости, два другие, также действительные, лежат в левой
полуплоскости.
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Заметим, что если параметр e (коэффициент c2) мал, то для
приближенного вычисления положительного значения µ1 можно
воспользоваться выражением

µ1 = 1, (1.23)

которое справедливо при e = 0 (c2 = 0). В линейном приближении
по величине e (по величине c2) выражение для µ1 имеет вид

µ1 = 1−
e

2
. (1.24)

3.3. Выделение неустойчивой координаты и построение
области управляемости. Известно, что при помощи линейного
преобразования переменных с постоянной невырожденной матри-
цей K

y = Kx (1.25)

матричное уравнение (1.18), (1.19) может быть представлено в
жордановой форме — в виде трех скалярных уравнений, которые
связаны между собой только управлением ν:

y′1 = µ1y1 + d1ν, y′2 = µ2y2 + d2ν, y′3 = µ3y3 + d3ν. (1.26)

Здесь y = ‖yq‖, d = ‖dq‖ = Kb, KA = ΛK, Λ = diag ‖µq‖,
µq (q = 1, 2, 3) — три собственных значения матрицы A. Элементы
матрицы K = ‖kqs‖ (q, s = 1, 2, 3) преобразования (1.25) построим
в виде

kq1 = (a22 − µq)(a33 − µq)− a32a23 = µq(µq + je),

kq2 = a32a13 − a12(a33 − µq) = µq + je,

kq3 = a12a23 − (a22 − µq)a13 = e.

(1.27)

Здесь kq — q-я строка матрицы K.
Величины dq имеют простой вид

dq = kqb = −µq, q = 1, 2, 3. (1.28)

Поскольку µ1 > 0, µ2 < 0, µ3 < 0, то d1 < 0, d2 > 0, d3 > 0.
Все элементы k11, k12, k13 первой строки k1 матрицы K поло-
жительны. Из неравенств dq 6= 0 (q = 1, 2, 3), µq 6= µs (q 6= s)
вытекает, между прочим, что система (1.26), а значит и исходная
система (1.18), (1.19), вполне управляема в смысле Калмана [1–3].

В пространстве Y (y1, y2, y3) множество начальных состояний,
из которых систему (1.26) можно привести в начало координат при
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ограничении (1.14) на управляющее напряжение ν, представляет
собой [9, 10, 13] полосу (d1 = −µ1)

|y1| <
|d1|ν0
µ1

или |y1| < ν0. (1.29)

Это множество, которое обозначим через Q, называется обла-
стью управляемости. Таким образом, область управляемости Q
ограничена только по «неустойчивой» переменной y1. В безразмер-
ных переменных ψ, ψ′, σ неравенство (1.29), описывающее область
управляемости Q, выглядит так:

|k11ψ + k12ψ
′ + k13σ| < ν0. (1.30)

Элементы k11, k12, k13 первой строки преобразования (1.25)
вычисляются по формулам (1.27) при q = 1, поэтому неравен-
ство (1.30) можно переписать в виде:

|µ1(µ1 + je)ψ + (µ1 + je)ψ′ + eσ| < ν0. (1.31)

При помощи неравенства (1.31) выпишем ограничения на на-
чальные значения по каждой из трех фазовых переменных ψ(0),
ψ′(0) и σ(0) при условии, что две другие переменные в начальный
момент времени равны нулю:

|ψ(0)| <
ν0

µ1(µ1 + je)
, |ψ′(0)| <

ν0
µ1 + je

, |σ(0)| <
ν0
e
. (1.32)

В исходных размерных переменных ψ(0), ψ̇(0) и ω(0) неравен-
ства (1.32) приобретают вид:

|ψ(0)| <
c1u0eϑ

c2µ1(µ1 + je)
, |ψ̇(0)| <

c1u0e

c2(µ1 + je)
, |ω(0)| <

c1u0
c2

.

(1.33)

Из рассмотрения неравенств (1.33) следует, что размер диапа-
зона начальных состояний, при которых возможна стабилизация
верхнего неустойчивого положения равновесия маятника, пропор-
ционален величине c1 и максимально возможному напряжению u0,
подаваемому на двигатель, что естественно.

3.4. Синтез закона стабилизации. Задача синтеза управле-
ния, стабилизирующего неустойчивое состояние равновесия (1.20)
(или (1.16)), состоит в нахождении закона управления напряжени-
ем в виде обратной связи:

ν = ν(ψ, ψ′, σ) (или u = u(ψ, ψ̇, ω)), (1.34)

при которой это равновесие становится асимптотически устойчи-
вым решением системы (1.18), (1.19).
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В инженерной практике часто используется линейный
закон управления. Будем поэтому искать стабилизирующее
управление (1.34) также в виде линейной обратной связи

ν = g1ψ + g2ψ
′ + g3σ, (1.35)

где g1, g2, g3 — искомые постоянные коэффициенты. Реализо-
вать, однако, «чисто» линейную обратную связь (1.35) при нали-
чии ограничения (1.14) на управляющее напряжение ν невозмож-
но. При учете ограничения (1.14) управление (1.35) превращается
в линейную обратную связь с насыщением:

ν =











− ν0 при g1ψ + g2ψ
′ + g3σ ≤ −ν0,

g1ψ + g2ψ
′ + g3σ при |g1ψ + g2ψ

′ + g3σ| ≤ ν0,

ν0 при g1ψ + g2ψ
′ + g3σ ≥ ν0.

(1.36)

Коэффициенты g1, g2, g3 могут быть найдены при помощи
неравенств Гурвица, которые выделяют в трехмерном простран-
стве этих коэффициентов целую область возможных значений.
При выборе коэффициентов из этой области можно пользоваться
какими-нибудь дополнительными соображениями, например, ста-
раться по возможности улучшить качество переходных процессов
или (и) увеличить область притяжения. Областью (зоной) притя-
жения здесь называется, как обычно, множество V начальных со-
стояний, из которых система асимптотически (при t → ∞) прихо-
дит в начало координат. Опишем не связанный с критерием Гурви-
ца способ «почти» однозначного выбора коэффициентов обратной
связи, при котором обеспечивается асимптотическая устойчивость
состояния равновесия (1.20) и одновременно реализуется макси-
мально возможная область притяжения V .

В системе (1.26) при ν = 0 «неустойчива» только одна коорди-
ната y1. «Подавить» ее неустойчивость можно при помощи линей-
ной обратной связи вида

ν = γy1 = γ(k11x1 + k12x2 + k13x3) = γ(k11ψ+ k12ψ
′ + k13σ) (1.37)

при условии, что постоянный коэффициент γ удовлетворяет нера-
венству (см. первое из уравнений (1.26) и выражение (1.28))

µ1 + d1γ < 0 или γ > 1. (1.38)

Коэффициенты k11, k12, k13 в обратной связи (1.37) определя-
ются выражениями (1.27). Положительное собственное значение
µ1 разомкнутой (в случае ν = 0) системы (1.26) при замыкании
системы обратной связью (1.37) «превращается» в отрицательное
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значение µ1+ d1γ = µ(1− γ), поскольку γ > 1. Собственные значе-
ния µ2 и µ3 остаются при этом без изменений, они зависят только
от конструктивных параметров системы.

С учетом ограничения (1.14) на управляющее напряжение ν
линейная обратная связь (1.37) принимает вид:

ν =











−ν0 при γy1 ≤ −ν0,

γy1 при |γy1| ≤ ν0,

ν0 при γy1 ≥ ν0.

(1.39)

Нетрудно убедиться в том, что при условии (1.38) интервал оси
y1, на котором обратная связь (1.39) остается линейной, лежит
внутри интервала (1.29). Следовательно, функция (1.39) имеет в
интервале (1.29) линейный участок, а также два участка постоян-
ства. С ростом абсолютной величины коэффициента γ отрезок оси
y1, где функция (1.39) остается линейной, сужается и при |γ| → ∞
стягивается в точку y1 = 0.

Рассмотрим первое из трех скалярных дифференциальных
уравнений (1.26). Знак правой части этого уравнения при
управлении (1.39) противоположен знаку переменной y1 в
интервале (1.29). А тогда нетрудно убедиться в том, что при
всех начальных условиях y1(0) из интервала (1.29) решение
этого уравнения y1(t) → 0 при t → ∞. Но если y1(t) → 0, то и
определяемое формулой (1.39) управление ν(t) → 0 при t → ∞.
Собственные значения µ2, µ3 < 0. Поэтому если ν(t) → 0 при
t → ∞, то решения второго и третьего уравнений (1.26) y2(t) → 0
и y3(t) → 0 при t → ∞, какими бы ни были начальные условия
y2(0) и y3(0) [14]. Таким образом, из любых начальных состояний,
принадлежащих области управляемости Q, система (1.26) при
управлении (1.39) асимптотически стремится в состояние равно-
весия y = 0. Итак, при управлении (1.39) область притяжения
V совпадает с областью управляемости, т. е. V = Q. Значит,
построенное управление реализует максимально возможную
область притяжения, и в этом смысле оно является оптимальным.
Эта максимально возможная область притяжения описывается
неравенством (1.31).

Закон управления (1.39) в переменных ψ, ψ′, σ имеет вид

ν =











− ν0 при γ(k11ψ + k12ψ
′ + k13σ) ≤ −ν0,

γ(k11ψ + k12ψ
′ + k13σ) при |γ(k11ψ + k12ψ

′ + k13σ)| ≤ ν0,

ν0 при γ(k11ψ + k12ψ
′ + k13σ) ≥ ν0.

(1.40)
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и тем самым искомые постоянные коэффициенты gq (q = 1, 2, 3)
обратной связи (1.35) или (1.36) таковы:

g1 = γk11 = γµ1(µ1 + je),

g2 = γk12 = γ(µ1 + je),

g3 = γk13 = γe, γ > 1.

(1.41)

Из рассмотрения этих выражений следует, что все коэффици-
енты gq > 0 (q = 1, 2, 3).

Таким образом, коэффициенты gq обратной связи определя-
ются «почти» однозначно. Единственным параметром, выбор ко-
торого допускает произвол, является общий коэффициент усиле-
ния γ, который, однако, должен быть больше единицы. Исполь-
зуя соотношения (1.41), можно легко вычислить коэффициенты
обратной связи, если заданы численные значения параметров си-
стемы. Предварительно нужно, конечно, решив кубическое урав-
нение (1.21), найти положительное собственное значение µ1. Для
нахождения приближенного значения µ1 можно воспользоваться
формулами (1.23) или (1.24).

Используя формулы (1.10), (1.13) для перехода к безразмерным
переменным, выпишем теперь закон управления (1.40) в исходных
размерных переменных u, ψ, ψ̇, ω:

u =















− u0 приn1ψ + n2ψ̇ + n3ω ≤ −u0,

n1ψ + n2ψ̇ + n3ω при |n1ψ + n2ψ̇ + n3ω| ≤ u0,

u0 приn1ψ + n2ψ̇ + n3ω ≥ u0,

(1.42)

здесь

n1 = Γµ1(µ1 + je), n2 = Γ(µ1 + je)ϑ, n3 = Γeϑ,

Γ >
c2
c1ϑe

.
(1.43)

Собственные значения разомкнутой системы действительны.
Собственные значения замкнутой с помощью обратной связи (1.40)
системы также действительны. В самом деле, положительное соб-
ственное значение разомкнутой системы «становится» при ее за-
мыкании отрицательным, а два отрицательных собственных зна-
чения разомкнутой системы остаются без изменения. Отсюда вы-
текает, что переходный процесс в замкнутой при помощи управле-
ния (1.40) системе может на начальном промежутке времени иметь
несколько колебаний. Далее этот процесс будет апериодическим
при любых начальных условиях из области притяжения V . Таким
образом, описанный способ стабилизации равновесия (1.20) обеспе-
чивает не только максимально возможную зону притяжения (для
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линеаризованной системы), но и апериодичность переходного про-
цесса.

В силу теоремы Ляпунова об устойчивости по первому прибли-
жению, состояние (1.20) при управлении (1.40) является асимпто-
тически устойчивым состоянием равновесия не только линейной
системы (1.17), но и нелинейной (1.11). Линейная система (1.17)
близка к нелинейной (1.11) при значениях угла ψ, близких к ну-
лю, поэтому управление (1.40) гарантирует сходимость переходно-
го процесса нелинейной системы (1.11) к равновесию (1.20) при тех
начальных условиях, при которых угол ψ в переходном процессе
остается близким к нулю. В то же время область притяжения (1.31)
включает начальные состояния, при которых угол ψ в переходном
процессе «сильно» отклоняется от нуля. Поэтому нельзя утвер-
ждать, что при всех начальных условиях из области (1.31) реше-
ние нелинейной системы (1.11), (1.40) сходится к равновесию (1.20).
Таким образом, построенное управление (1.40) гарантирует лишь
локальную стабилизацию перевернутого маятника. Ниже, в раз-
делах §5, §6, это управление «достроено» так, что обеспечивается
глобальная стабилизация перевернутого маятника.

Заметим, что маховик с соответствующей системой управления
может быть использован для стабилизации вертикального положе-
ния башенного крана.

§4. Гашение установившейся угловой скорости

маховика

Как показывают эксперименты, после приведения маятника в
верхнее положение равновесия маховик продолжает вращаться со
средней ненулевой скоростью. Дело в том, что при установке нуле-
вого положения датчика угла ψ довольно трудно избежать ошибки.
Нуль датчика угла отклонения маятника от вертикали устанавли-
вается перед началом эксперимента. Для этого, поместив маятник
в нижнее устойчивое состояние равновесия, нужно положить, что
сигнал, поступающий с датчика угла, отвечает значению ψ = π.
Пусть при этой установке возникает ошибка ∆ψ, которая остается
постоянной в течение всего процесса регулирования. При наличии
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этой ошибки закон управления (1.36) приобретает вид

ν =



















− ν0 при g1(ψ +∆ψ) + g2ψ
′ + g3σ < −ν0,

g1(ψ +∆ψ)+

+ g2ψ
′ + g3σ при |g1(ψ +∆ψ) + g2ψ

′ + g3σ| ≤ ν0,

ν0 при g1(ψ +∆ψ) + g2ψ
′ + g3σ > ν0.

(1.44)
Стационарное решение нелинейной системы (1.11) при управ-

лении (1.44), а также линейной (1.17) при этом управлении описы-
вается, в отличие от (1.16), соотношениями (в предположении, что
∆ψ = const ):

ψ = ψ′ = 0, σ =
g1∆ψ

e− g3
, ν = eσ =

eg1∆ψ

e − g3
. (1.45)

Это решение имеет место при условии, что управление в ста-
ционарном режиме определяется средней строчкой в соотноше-
нии (1.44). Другими словами, формулы (1.45) описывают стаци-
онарное решение, если ошибка ∆ψ такова, что значение напряже-
ния ν, определяемое последним равенством (1.45), удовлетворяет
условию (1.14), т. е.

∣

∣

∣

∣

eg1∆ψ

e − g3

∣

∣

∣

∣

≤ ν0.

Важно отметить, что, несмотря на наличие ошибки в началь-
ной «выставке» датчика угла отклонения маятника от вертикали,
в установившемся режиме этот угол ψ равен нулю, как и в отсут-
ствие такой ошибки. Наличие ошибки сказывается лишь на угло-
вой скорости маховика и напряжении, которые в установившемся
режиме отличны от нуля. Эксперименты показывают, что махо-
вик в установившемся режиме вращается в ту или иную сторону,
быстро или медленно, в зависимости от знака и величины ошибки
выставки датчика угла.

Чем больше коэффициент g3 обратной связи по угловой скоро-
сти σ, тем меньше абсолютная величина этой скорости в установив-
шемся режиме. В соответствии с описанным в настоящей работе
способом синтеза управления (см. формулы (1.41)), коэффициент
g3 может быть изменен только путем изменения общего коэффи-
циента усиления γ. Но при изменении коэффициента усиления γ
изменяется и коэффициент g1. Поэтому, как следует из рассмотре-
ния второго выражения (1.45), с увеличением общего коэффици-
ента усиления γ установившееся значение угловой скорости σ не
уменьшается. Это значение можно, однако, уменьшить, увеличив
через некоторое время после начала процесса управления маятни-
ком только один коэффициент g3.
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Для того чтобы вообще прекратить вращение маховика в уста-
новившемся режиме, можно к сигналу линейной обратной связи
в управлении (1.44) добавить сигнал, пропорциональный с неко-
торым постоянным коэффициентом g4 углу поворота маховика α,
отсчитываемому от какого-то положения α∗, т. е. сигнал:

g4 [α(τ) − α∗]= g4

τ
∫

τ∗

dα

dξ
dξ= g4

t
∫

t∗

ω(ζ)dζ= g4 [α(t)− α∗] . (1.46)

Это легко показать теоретически при помощи системы урав-
нений (1.11), (1.44) (или линеаризованной системы (1.17) с управ-
лением (1.44)). Начало отсчета α∗ значения не имеет, если угло-
вое положение маховика не представляет интереса. Сигнал (1.46)
можно вводить в управление по истечении некоторого времени
t∗ = ϑτ∗ после начала процесса регулирования и положить при
этом α∗ = α(τ∗) = α(t∗). В этом случае «исходная» область при-
тяжения V не уменьшается. Сигнал (1.46) пропорционален инте-
гралу от скорости вращения маховика. При введении в обратную
связь интегрального члена возникает, как известно, тенденция к
неустойчивости процесса регулирования. Для того чтобы избежать
неустойчивости, коэффициент g4 нужно выбирать не «слишком»
большим. Допустимые, с точки зрения устойчивости, значения это-
го коэффициента можно найти, пользуясь, например, критерием
Гурвица. При этом коэффициенты g1, g2, g3 можно считать за-
данными, поскольку они вычисляются описанным выше способом.
Эксперименты показывают, что при использовании в обратной свя-
зи дополнительного члена (1.46) средняя скорость вращения махо-
вика в установившемся режиме действительно обращается в ноль.

§5. Раскачивание и торможение маятника

Перепишем первое из уравнений (1.11) в виде

ψ′′ − sinψ = −w. (1.47)

Здесь через w обозначен развиваемый электродвигателем момент
(в безразмерном виде):

w =
L

(

M
2 +m

)

gl
=
ϑeL

c2
. (1.48)

Величина момента L, как видно из соотношения (1.4), зави-
сит от управляющего напряжения u и угловой скорости маховика
ω. Рассмотрим, однако, для простоты величину w, описываемую
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соотношением (1.48), в качестве независимого управляющего па-
раметра, который будем считать ограниченным по величине кон-
стантой w0:

|w(τ)| ≤ w0 (w0 = const ). (1.49)

Пусть при этом w0 < 1. Кусочно-непрерывные функции w(τ),
удовлетворяющие условию (1.49), будем называть допустимыми
управлениями. Множество таких функций обозначим через W .

Устойчивое нижнее положение равновесия маятника описыва-
ется равенствами

ψ = π, ψ′ = 0. (1.50)

Введем в рассмотрение переменную ϕ, которая характеризует
угол отклонения маятника от нижнего положения равновесия, от-
считываемый против часовой стрелки (рис. 1.2):

ψ = π + ϕ. (1.51)

Тогда соотношения (1.50) примут вид

ϕ = 0, ϕ′ = 0, (1.52)

а уравнение (1.47) — вид

ϕ′′ + sinϕ = −w. (1.53)

Рассмотрим задачу об оптимальном управлении раскачиванием
маятника.

Условие неположительности угла ϕ(0) не ограничивает общно-
сти постановки задачи. Требуется отыскать функцию w(τ) ∈ W ,
при которой достигается максимум угла ϕ (max[ϕ(θ)]) в момент θ,
когда угловая скорость ϕ′(θ) = 0. Здесь θ — первый после нулево-
го момент времени, когда угловая скорость ϕ′ обращается в нуль.
Эту формулировку задачи при заданных для уравнения (1.53) на-
чальных условиях запишем так:

max
|w|≤w0

[ϕ(θ)], ϕ′(θ) = 0, θ > 0. (1.54)

Рассматривая задачу (1.54), будем считать начальное состоя-
ние и величину w0 такими, что при любом управлении w(τ) ∈ W
существует ненулевой момент времени θ, при котором угловая ско-
рость ϕ′ обращается в нуль: ϕ′(θ) = 0. В противном случае маятни-
ку сразу можно сообщить круговое движение. Будем предполагать
также, что оптимальное управление, при котором достигается мак-
симум угла ϕ(θ), существует. Если w0 > 1, то, как нетрудно убе-
диться, при любом значении ϕ(0) маятнику можно придать кру-
говое движение, избежав его колебаний около нижнего положения
равновесия.
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Момент времени θ заранее не задается, он определяется усло-
вием ϕ′(θ) = 0 и для каждой управляющей функции w(τ) ∈ W
принимает свое значение.

Наряду с задачей об оптимальном управлении раскачиванием
рассмотрим задачу об оптимальном управлении торможением ма-
ятника, которую запишем в виде:

min
|w|≤w0

[ϕ(θ)], ϕ′(θ) = 0, θ > 0. (1.55)

В задаче (1.55) требуется найти функцию w(τ) ∈ W , при кото-
рой достигается минимум угла ϕ (min[ϕ(θ)]) в первый после нуле-
вого момент θ, когда ϕ′(θ) = 0.

Если
ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = 0, (1.56)

то маятник в начальный момент времени находится в равновесии,
и постановка задачи торможения не имеет смысла. В то же время
задача раскачивания маятника имеет смысл и при условии (1.56).

Введем обозначение dϕ
dτ

= p, тогда уравнение (1.53) второго
порядка можно переписать в виде уравнения первого порядка:

dp

dϕ
p+ sinϕ = −w. (1.57)

При оптимальном управлении, которое, по предположению, су-
ществует, угол ϕ(τ) растет строго монотонно на интервале времени

0 < τ < θ, (1.58)

и, следовательно, на этом интервале времени угловая скорость p >
0 (ϕ′(τ) > 0). При этом уравнение (1.57) можно переписать в виде

dp

dϕ
= −

w + sinϕ

p
. (1.59)

Рассматривая уравнение (1.59), легко убедиться в том, что оп-
тимальное управление, решающее задачу (1.54), должно максими-

зировать производную dp
dϕ при каждом значении ϕ [15]. Действи-

тельно, именно при таком управлении производная p обращается
в нуль, когда угол ϕ принимает максимально возможное значение.
Правая часть уравнения (1.59) зависит линейно от управляющего

параметра w, и, чтобы максимизировать производную dp
dϕ

, нужно
положить

w = −w0.

Рассматривая следующий полупериод колебаний маятника
(при τ > ϑ), заключаем, что оптимальное управление, которое
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максимально раскачивает маятник на каждом полупериоде
колебаний, имеет вид

w = −w0 sign p = −w0 signϕ
′ = −w0 signψ

′. (1.60)

Выражение (1.60) означает, что при оптимальном управлении
прикладываемый к маховику момент L максимален по модулю,
а его направление противоположно направлению движения маят-
ника. К маятнику при этом прикладывается момент, направление
которого совпадает с направлением его движения, что и понятно с
физической точки зрения. При управлении (1.60) полная энергия
маятника на каждом полупериоде возрастает, и после нескольких
колебаний маятник придет во вращение по или против часовой
стрелки.

Оптимальный закон торможения является «обратным» зако-
ну (1.60):

w = w0 sign p = w0 signϕ
′ = w0 signψ

′. (1.61)

Управление (1.61) эквивалентно введению сухого трения в точ-
ке подвеса маятника с порогом трения, равным w0.

Приведенные выше для упрощенной постановки задачи резуль-
таты об оптимальных законах раскачивания (1.60) и торможе-
ния (1.61) наталкивают на мысль, что релейный закон управления
изменением напряжения ν вида

ν = −ν0 signϕ
′ = −ν0 signψ

′

(

u = −u0 sign
dϕ

dt
= −u0 sign

dψ

dt

)

(1.62)
также приводит к раскачиванию маятника, а релейный закон
управления вида

ν = ν0 signϕ
′ = ν0 signψ

′

(

u = u0 sign
dϕ

dt
= u0 sign

dψ

dt

)

(1.63)

— к его торможению (в полной постановке задачи), хотя, быть мо-
жет, и не оптимальному с точки зрения максимизации или мини-
мизации амплитуды маятника в конце полупериода. Математиче-
ское моделирование и экспериментальные исследования показыва-
ют, что управление (1.62) действительно приводит к раскачива-
нию, а управление (1.63) — к торможению маятника.

Заметим, что способ торможения маятника при помощи махо-
вика может быть использован для гашения колебаний груза, под-
вешенного на тросе к стреле подъемного крана.
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§6. Перевод маятника из нижнего положения

равновесия в верхнее

Для перевода маятника из нижнего в верхнее положение равно-
весия его нужно сначала раскачать, а затем, «поймав» в верхнем
положении равновесия, стабилизировать.

При раскачивании маятника ему нужно сообщить энергию, до-
статочную для перевода в верхнее положение равновесия. Полная
энергия маятника E, без учета вращения относительно него махо-
вика, описывается выражением

E =
1

2

(

J +ml2 + Jm
)

ψ̇2 +

(

M

2
+m

)

gl cosψ. (1.64)

Энергия E0 маятника, покоящегося в верхнем положении равно-
весия, равна (M/2 + m)gl. В математической модели (1.8), (1.9)
не учтен момент сил трения Lf в шарнире O, поскольку его ха-
рактеристику трудно идентифицировать. При управлении (1.62)
маятник раскачивается, набирая энергию. Если сообщить маятни-
ку энергию, равную величине E0, то в дальнейшем в отсутствие
трения при достаточно малой угловой скорости маховика ω он по-
падет в зону притяжения (1.31), откуда оптимальный закон управ-
ления вида (1.40) уже приведет его в желаемое верхнее положение
равновесия и стабилизирует его в этом положении. При наличии
же трения прекращение «подкачки» энергии приводит к ее дис-
сипации, в результате чего маятник может не попасть в область
притяжения. Если прекратить подкачку энергии в момент, когда
она несколько превосходит величину E0, то маятник может «про-
скочить» желаемое положение равновесия. В этих условиях целе-
сообразным представляется следующий способ перехода в режим
стабилизации с управлением (1.40).

В процессе раскачивания маятника вычисляем в каждый теку-
щий момент времени его энергию (1.64). Раскачивание прекраща-
ется, когда энергия достигает значения, равного E0 или близкого
к нему. После достижения желаемого значения энергии поддержи-
ваем ее значение до момента попадания маятника в область при-
тяжения. Это удается делать при помощи закона управления вида

u = k(E − E0) sign ψ̇, (1.65)

где k > 0 — коэффициент обратной связи. Слежение за задан-
ным значением E0 энергии в соответствии с законом управле-
ния (1.65) прекращается, когда система попадает в область притя-
жения (1.31). После этого закон управления (1.40) уже «доводит»
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маятник в желаемое верхнее положение равновесия и стабилизи-
рует его в этом положении.

§7. Численные значения параметров маятника с

маховиком

Численные значения параметров показанного на рис. 1.1
устройства примерно таковы:

M = 0,04 кг, m = 0,312 кг, l = 0,3 м,

Jm = 0,0000803 кг · м2, c1 = 0,0069
Н · м
B

,

c2 = 0,000099 Н · м · c, u0 = 19B.

(1.66)

При помощи соотношений (1.43) можно найти коэффициенты
обратной связи (1.42).

Математическое моделирование показывает, что область при-
тяжения V по крайней мере по углу ψ для нелинейной систе-
мы (1.8), (1.9), несколько больше, чем для линеаризованной (1.15).
Дело в том, что момент силы тяжести (опрокидывающий маят-
ник), если моделировать его, как это и положено, «синусоидаль-
ной» функцией, меньше, чем момент, вычисляемый при замене си-
нуса его аргументом. Вместе с тем различие между зонами при-
тяжения для нелинейной и линейной систем незначительно, если
в этих зонах разность sinψ − ψ мала. Если значение u0, ограни-
чивающее управляющий сигнал, увеличить, то зона притяжения
увеличится, и различие между зонами притяжения для линеари-
зованной и точной систем может оказаться более существенным.

§8. Порядок выполнения работы

1. Численно (например, в среде Matlab):
а) Решить характеристическое уравнение (1.21) при численных

значениях параметров (1.66) и найти собственные значения разо-
мкнутой системы. Сравнить найденное собственное значение µ1 с
приближенными значениями (1.23) и (1.24).

б) Используя соотношения (1.43), найти численные значения
коэффициентов обратной связи n1, n2, n3. Найти ограничение на
общий коэффициент усиления Γ.

в) При помощи формул (1.33) найти численно область притя-
жения системы (с обратной связью) по углу отклонения маятника
ψ, по его угловой скорости ψ̇ и по угловой скорости маховика ω.
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2. Поместив маятник в устойчивое нижнее положение равнове-
сия, положить, что сигнал, поступающий с датчика угла, отвечает
значению ψ = π (ϕ = 0).

3. Установить найденные численно коэффициенты обратной
связи в программе управления маятником, найти эксперименталь-
но область притяжения по углу ψ и сравнить ее с найденной теоре-
тически. Вывести на экран дисплея и записать график изменения
угла отклонения маятника ψ от вертикали при начальном его от-
клонении, близком к предельно возможному.

4. Ввести в закон управления ошибки ∆ψ = ±2◦ измерения
угла отклонения маятника ψ и убедиться в том, что средняя ско-
рость вращения маховика в установившемся режиме не равна ну-
лю и он вращается в ту или иную сторону в зависимости от знака
ошибки ∆ψ. Добавить в закон управления интегральный член с
коэффициентом g4 и убедиться в том, что, несмотря на наличие
ошибки, средняя скорость вращения маховика обращается в нуль.

5. Убедиться в том, что при управлении (1.62) маятник дей-
ствительно раскачивается. Вывести на экран дисплея и записать
процесс раскачивания маятника (угол ψ) до момента, когда он нач-
нет переворачиваться.

6. Слегка отклонить маятник от верхнего положения равнове-
сия и отпустить его. Записать процесс свободных колебаний до
момента, когда их амплитуда станет меньше 2◦. То же самое по-
вторить, используя закон управления (1.63). Убедиться в том, что
при этом управлении затухание происходит быстрее.

7. Вычислить коэффициент усиления k в законе управле-
ния (1.65), при котором маятник, будучи вначале в устойчивом
нижнем положении равновесия, попадает при описанном выше
алгоритме управления в верхнее положение равновесия и остается
в нем. Записать процесс изменения угла ψ при управлении
маятником.

§9. Контрольные вопросы

1. Обосновать возможность управления колебаниями маятника
путем управления вращением маховика.

2. Составить выражения для кинетической и потенциальной
энергии маятника с маховиком и двигателем, выражение для
виртуальной работы и затем методом Лагранжа составить
уравнения движения управляемой системы. Выписать лине-
аризованные уравнения движения системы.

3. Провести анализ спектра разомкнутой системы управления.
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4. Показать, что система, полученная путем линеаризации
уравнений движения маятника «около» верхнего положения
равновесия, управляема по Калману.

5. Объяснить способ синтеза обратной связи, при которой об-
ласть притяжения является максимально возможной.

6. Вывести неравенство, описывающее максимально возмож-
ную область притяжения.

7. Вывести формулу для момента инерции J тонкого однород-
ного стержня относительно его конца; длина стержня l, а его
масса M . Вывести формулу для момента инерции Jm махо-
вика, выполненного в виде однородного кольца, масса кото-
рого M, внешний радиус R, внутренний радиус r.
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