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Ïðåäèñëîâèå
Íàñòîÿùèé ñáîðíèê ñôîðìèðîâàí äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ

ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî êóðñó ¾Ìåõàíèêà óïðàâëÿåìûõ ñè-
ñòåì¿, ÷èòàåìîãî ñòóäåíòàì ÷åòâåðòîãî êóðñà îòäåëåíèÿ ìåõà-
íèêè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëî-
ìîíîñîâà.

Â 1967 ãîäó ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè
ß.Í. Ðîéòåíáåðã íà÷àë ÷òåíèå ðàçðàáîòàííîãî èì êóðñà ¾Àâ-
òîìàòè÷åñêîå ðåãóëèðîâàíèå¿ [18]. Â 1989-91 ãîäàõ ïðîôåññîðà
êàôåäðû Â.Â. Àëåêñàíäðîâ è Í.À. Ïàðóñíèêîâ ìîäåðíèçèðî-
âàëè êóðñ, ÷òî ïðèâåëî ê èçìåíåíèþ íàçâàíèÿ íà ¾Ìåõàíèêà
óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì¿.

Ñïåöèôèêà êóðñà ¾Ìåõàíèêà óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì¿ çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ åãî îñâîåíèÿ ñòóäåíòàì íåîáõîäèìî
àêòèâíî èñïîëüçîâàòü çíàíèÿ ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå, òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Ñáîðíèê âêëþ÷àåò ðàçäåëû ïî óñòîé÷èâîñòè, óïðàâëÿ-
åìîñòè, íàáëþäàåìîñòè, ñòàáèëèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
àíàëèçó ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì, îïòèìàëüíîìó îöåíèâàíèþ è
òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì. Îí ñîäåðæèò
êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ è çà-
äà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Â ñáîðíèêå èìåþòñÿ êàê
îòíîñèòåëüíî ïðîñòûå óïðàæíåíèÿ, òàê è çàäà÷è-èññëåäîâàíèÿ
è òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû. Ê íåêîòîðûì çàäà÷àì äàíû îòâåòû
èëè óêàçàíèÿ. Çàäà÷è è ðàçäåëû ïîâûøåííîé òðóäíîñòè ïîìå-
÷åíû ñèìâîëîì ¾∗¿.

Ïðè ïîäãîòîâêå ñáîðíèêà èñïîëüçîâàëèñü è õîðîøî èç-
âåñòíûå çàäà÷è, è íàó÷íûå ïóáëèêàöèè ïîñëåäíèõ ëåò. Áîëü-
øèíñòâî çàäà÷ ïðåäëàãàëîñü íà ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ ïî êóð-
ñó ¾Ìåõàíèêà óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì¿, íà êîíòðîëüíûõ ðàáîòàõ, â
âàðèàíòàõ ïèñüìåííûõ çà÷åòîâ è ýêçàìåíîâ, à òàêæå èñïîëüçî-
âàëîñü äëÿ íàïîëíåíèÿ ñèñòåìû êîìïüþòåðíîãî òåñòèðîâàíèÿ.
Ðÿä çàäà÷ îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ, êîòîðûå ïîëó÷èëè ïðåïîäà-
âàòåëè è ñîòðóäíèêè êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè è óïðàâ-
ëåíèÿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, ëàáîðàòîðèè íà-
âèãàöèè è óïðàâëåíèÿ è ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñ-
ïå÷åíèÿ èìèòàöèîííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì: Â.Â. Àëåêñàí-
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äðîâ, Þ.Â. Áîëîòèí, Ä.È. Áóãðîâ, Í.Á. Âàâèëîâà, À.À. Ãîëî-
âàí, Ñ.Ñ. Ëåìàê, À.È. Ìàòàñîâ, Â.Ì. Ìîðîçîâ, Í.À. Ïàðóñíè-
êîâ, Ì.Þ. Ïîïåëåíñêèé, Â.Â. Òèõîìèðîâ, À.Ì. Ôîðìàëüñêèé,
Î.Þ. ×åðêàñîâ, À.Ã. ßêóøåâ.

Âìåñòå ñ êóðñîì ëåêöèé "Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äâè-
æåíèåì" [1] äàííûé ñáîðíèê ñîñòàâëÿåò åäèíîå ïîñîáèå êàê ïî
÷òåíèþ ëåêöèé, òàê è ïî ïðîâåäåíèþ ñåìèíàðîâ.

Â êîíöå ñáîðíèêà ïðèâåäåí ñïèñîê ëèòåðàòóðû, êîòîðàÿ
ìîæåò èñïîëüçîâàíà ïðè óãëóáëåííîì èçó÷åíèè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàçäåëîâ êóðñà.

Êîìïüþòåðíîå òåñòèðîâàíèå ïî êóðñó ¾Ìåõàíèêà óïðàâ-
ëÿåìûõ ñèñòåì¿ äîñòóïíî ïî àäðåñó http:\\sdo.damc.ru.

Ñáîðíèê ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, ñïå-
öèàëèçèðóþùèõñÿ â îáëàñòè óïðàâëåíèÿ è îöåíèâàíèÿ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì, ïðåïîäàâàòåëåé è èíæåíåðîâ.

Ðåäàêòîðû
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Ãëàâà 1
Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû.
Ëèíåàðèçàöèÿ. Óñòîé÷èâîñòü
Óïðàâëÿåìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (ÓÄÑ), êàê ïðàâèëî, îïè-

ñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé âèäà

ẏ = f(y, u, t), (1.1)
ãäå y � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ðàçìåðíîñòè n, u � âåêòîð óïðàâëåíèÿ ðàç-
ìåðíîñòè r, t � âðåìÿ, f � âåêòîð-ôóíêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ îïðåäå-
ëåííîìó êëàññó. Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî èíîãî, ôóíêöèþ f
áóäåì ñ÷èòàòü äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Åñëè
ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1.1) ÿâíûì îáðàçîì íå çàâèñÿò îò âðåìåíè,
îíà íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåàâòîíîìíîé.
Â ñëó÷àå, êîãäà óïðàâëåíèå âûáðàíî êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè è (èëè)
ôàçîâûõ êîîðäèíàò, àíàëèç äâèæåíèÿ ÓÄÑ ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ ìå-
òîäàìè òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñõîäÿ èç íåêîòîðûõ ñîîáðàæåíèé, íàïðèìåð
ïðîñòîòû ðåàëèçàöèè èëè ìèíèìèçàöèè êàêîé-òî öåëåâîé ôóíêöèè,
âûáðàíî óïðàâëåíèå u∗, êîòîðîå â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü æåëà-
åìûì, èëè ïðîãðàììíûì óïðàâëåíèåì, à ñîîòâåòñòâóþùåå åìó äâè-
æåíèå ÓÄÑ y∗ � æåëàåìûì, èëè ïðîãðàììíûì, äâèæåíèåì. Â ýòîì
ñëó÷àå åñòåñòâåííà ïîñòàíîâêà çàäà÷è àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè æåëàå-
ìîãî äâèæåíèÿ. Ýòà çàäà÷à òðàäèöèîííî ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó óñòîé-
÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ.

Ðàññìîòðèì îòêëîíåíèå x(t) = y(t) − y∗(t) ðåàëüíîãî äâèæåíèÿ
îò æåëàåìîãî. Ïóñòü w(t) = u(t)−u∗(t) � îòêëîíåíèå óïðàâëåíèé îò
æåëàåìûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç. Çàïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
â îòêëîíåíèÿõ:

ẋ(t) = f(y∗(t) + x, u∗(t) + w, t)− f(y∗(t), u∗(t), t) = g(x, w, t). (1.2)

Ïîëàãàÿ îòêëîíåíèÿ óïðàâëåíèé è ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ìàëû-
ìè, ðàçëîæèì g(x, w, t) â ðÿä Òåéëîðà, è, óäåðæèâàÿ ÷ëåíû ïåðâîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîëó÷èì óðàâíåíèå â îòêëîíåíèÿõ â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè â âèäå
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ẋ = A(t)x + B(t)w, (1.3)

ãäå A(t) è B(t) � ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè n×n è n×r ñîîòâåòñòâåííî.
Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ äàííîãî ñáîðíèêà ýòè ìàòðèöû ïîëàãàþòñÿ íå
çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè.

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ñèíòå-
çà, èëè ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ w â âèäå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè
ïî îòêëîíåíèþ x: w = Kx, ãäå K � ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé
ïîäëåæàò âûáîðó ñ öåëüþ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ.

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòà-
öèîíàðíîå ïðîãðàììíîå äâèæåíèå. Äëÿ òàêèõ äâèæåíèé, êàê ïðàâè-
ëî, ôóíêöèÿ g(x, w, t) = g(x, w) íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïðè w ≡ 0
óðàâíåíèå â îòêëîíåíèÿõ ïðåâðàùàþòñÿ â

ẋ = g(x), (1.4)

à óðàâíåíèå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ � â

ẋ = A(t)x. (1.5)

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì óñòîé÷èâîñòè.
Îïðåäåëåíèå 1.1. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (1.4) íàçûâàåòñÿ

óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî èç
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ |x(t0)| ≤ δ ñëåäóåò |x(t)| < ε ∀t > t0.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (1.4) íàçûâàåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíî-
âó è ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ X0 òàêàÿ, ÷òî
lim

t→∞
x(t) = 0 ∀x(t0) ∈ X0.
Ìíîæåñòâî X0 íà÷àëüíûõ óñëîâèé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëî-

âèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, íàçûâàþò îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ
òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Åñëè ýòî ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàí-
ñòâîì ñîñòîÿíèé, òî ðåøåíèå x(t) ≡ 0 íàçûâàþò àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûì â öåëîì, èëè ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Òåîðåìà 1.1. 1) Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (1.5) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ ìàòðèöû A

∆(λ) = det(λE −A) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ + an = 0

èìåþò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè.
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2) Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (1.5) íåóñòîé÷èâî, åñëè õîòÿ áû îäèí
êîðåíü óðàâíåíèÿ ∆(λ) = 0 èìååò ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëü-
íóþ ÷àñòü.

Òåîðåìà 1.2. (Êðèòåðèé Ãóðâèöà). Äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè
âñåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

λn + a1λ
n−1 + . . . + an−1λ + an = 0 (1.6)

ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè îòðèöàòåëüíû, åñëè è òîëü-
êî åñëè âñå ãëàâíûå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû ìàòðèöû Ãóðâèöà

Γ =

0
BBBBBB@

a1 a3 a5 a7 . . . 0
1 a2 a4 a6 . . . 0
0 a1 a3 a5 . . . 0
0 1 a2 a4 . . . 0
0 . . . . . . . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . . . . an

1
CCCCCCA

∆1 =a1 > 0,

∆2 =

����
a1 a3

1 a2

���� > 0,

. . . . . .

∆n =det Γ > 0

ïîëîæèòåëüíû.
Òåîðåìà 1.3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîðíè (1.6) èìåëè îòðèöàòåëü-

íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå êîýôôèöèåíòû
ai áûëè ïîëîæèòåëüíû (ai > 0, i = 1, . . . , n).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè (1.4), (1.5) ñâÿçàíû ñîîòíîøå-
íèåì

‖g(x)−Ax‖ ≤ C‖x‖1+ε, ε > 0, C = const > 0.

Òîãäà (1.5) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ (1.4).
Òåîðåìà 1.4. (òåîðåìà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó

ïðèáëèæåíèþ). 1) Åñëè âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ ñèñòåìû (1.5) èìåþò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè,
òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.4) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âî.

2) Åñëè õîòÿ áû îäèí êîðåíü èìååò ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâè-
òåëüíóþ ÷àñòü, òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (1.4) íåóñòîé÷èâî.

Äðóãîé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ
(1.4) ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ôóíêöèé Ëÿïóíîâà.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ V (x), îïðåäåëåííóþ è íåïðåðûâíóþ â îá-
ëàñòè D = {‖x‖ < h} è ïðåäïîëîæèì, ÷òî V (x) îáëàäàåò â îáëàñòè
D íåïðåðûâíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ∂V

∂xi
, (i = 1, . . . , n).

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ôóíêöèÿ V (x) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé â îáëàñòè D, åñëè V (0) = 0 è âñþäó â D, êðîìå òî÷êè
x = 0, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî V (x) > 0. Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî V (x) < 0, òî ôóíêöèÿ V (x) íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíî

8



îïðåäåëåííîé. Åñëè â îáëàñòè D âñþäó èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
V ≥ 0 èëè V ≤ 0, òî ôóíêöèÿ V íàçûâàåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ôóíêöèÿ

V̇ =
dV

dt
=
X ∂V

∂xk
gk(x) =

�
grad V, g(x)

�

íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò V (x) â ñèëó ñèñòåìû
(1.4).

Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî V̇ � ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè V , âçÿòàÿ âäîëü
òðàåêòîðèé (1.4).

Òåîðåìà 1.5. (Áàðáàøèíà-Êðàñîâñêîãî). Åñëè äëÿ ñèñòå-
ìû (1.4) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ V (x),
òàêàÿ, ÷òî V̇ < 0 âíå M è V̇ = 0 íà M , ãäå M � ìíîæåñòâî, íå
ñîäåðæàùåå öåëûõ òðàåêòîðèé (1.4), êðîìå òî÷êè x = 0, òî òðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå (1.4) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ýòà òåîðåìà îáîáùàåò òåîðåìó Ëÿïóíîâà îá àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè, ãäå òðåáóåòñÿ îòðèöàòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü V̇ .

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â
âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè â ñðåäå ñ
ñîïðîòèâëåíèåì, ïðîïîðöèîíàëüíûì ñêîðîñòè òî÷êè. Íàéòè ñòà-
öèîíàðíûå äâèæåíèÿ ñèñòåìû è èññëåäîâàòü èõ óñòîé÷èâîñòü.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè èìååò âèä

m~̈r = m~g − c~̇r. (1.7)

Çäåñü ~r � ðàäèóñ-âåêòîð, m � ìàññà òî÷êè; ~g � âåêòîð óñêîðåíèÿ
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ; c � êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû. Ïóñòü
x, y � ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòû òî÷êè. Óðàâíåíèå
(1.7) â ïðîåêöèÿõ íà îñè x, y ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ẍ = −kẋ, ÿ = −g − kẏ, k =
c

m
. (1.8)

Çäåñü x, y � öèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû (îíè íå âõîäÿò ÿâíî â óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ). Ïîýòîìó ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèÿìè ẋ = const, ẏ = const. Â äàííîì ñëó÷àå ẋ = 0, ẏ = − g

k
, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò âåðòèêàëüíîìó äâèæåíèþ âíèç ñ ïîñòîÿííîé ñêîðî-
ñòüþ. Ââåäåì îòêëîíåíèÿ îò ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ξ = ẋ, η = ẏ+

g

k
.

Òîãäà óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ ïðèìóò âèä ξ̇ = −kξ, η̇ = −kη. Â
ñèëó ëèíåéíîñòè îíè ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïðèáëèæå-
íèÿ. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü (è äàæå ãëîáàëüíàÿ àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü) ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çäåñü î÷åâèäíà.
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Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé

ÿ + aẏ + 2by + 3y2 = 0, (a, b > 0). (1.9)

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, èññëåäî-
âàòü èõ óñòîé÷èâîñòü è îöåíèòü îáëàñòè èõ ïðèòÿæåíèÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì (1.9) â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà, ïîëàãàÿ y1 = y, y2 = ẏ

ẏ1 = y2, ẏ2 = −2by1 − ay2 − 3y2
1 . (1.10)

Ñèñòåìà èìååò äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

1) y1 = 0, y2 = 0; 2) y1 = −2

3
b, y2 = 0.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ çàïèøåì ëè-
íåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ.

1)

�
ẋ1 = x2,
ẋ2 = −2bx1 − ax2.

2)

�
ẋ1 = x2,
ẋ2 = 2bx1 − ax2.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýòèõ ñèñòåì èìåþò âèä

1) λ2 + aλ + 2b = 0, 2) λ2 + aλ− 2b = 0

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìàìè 1.2 è 1.3 êîðíè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìåþò
îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, à ó âòîðîãî îäèí èç êîðíåé �
ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.4 ïåðâîå
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, à âòîðîå íåóñòîé-
÷èâî.

Ïðèìåíèì äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïåðâîãî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ (x1 = 0, x2 = 0) ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Â êà÷åñòâå
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà âîçüìåì ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû

V (x1, x2) =
1

2
x2

2 + bx2
1 + x3

1.

Ôóíêöèÿ V ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ïðè ëþáîì x2 è
x1 > −b. Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè V â ñèëó ñèñòåìû (1.10)
èìååò âèä V̇ = −ax2

2 ≤ 0. Ìíîæåñòâî M , íà êîòîðîì V̇ = 0, îïè-
ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì x2 ≡ 0. Äëÿ ïðèìåíèìîñòè òåîðåìû 1.5 ýòî
ìíîæåñòâî íå äîëæíî ñîäåðæàòü äðóãèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, êðî-
ìå òî÷êè x1 = 0, ò.å. òî÷êè M äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåí-
ñòâó x1 > − 2

3
b. Ïî òåîðåìå 1.5 òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

(x1 = 0, x2 = 0) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
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Ïðîâåäåì îöåíêó (èçíóòðè) îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ýòîãî ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ, èñïîëüçóÿ âûáðàííóþ ôóíêöèþ V . Ðàññìîòðèì ïî-
âåðõíîñòü óðîâíÿ V = c è îïðåäåëèì ïîñòîÿííóþ c èç óñëîâèÿ ïðî-
õîæäåíèÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè ÷åðåç òî÷êó (− 2

3
b, 0) (âòîðîå ïîëîæåíèå

ðàâíîâåñèÿ). Ïîëó÷èì bx2
1 + x3

1 = c, ãäå x1 = − 2
3
b, îòêóäà c = 4

27
b3.

Ðèñ. 1.1. Ð
Ïîñòðîèì êðèâóþ

V (x1, x2)− c =
1

2
x2

2 + bx2
1 + x3

1 − 4

27
b3 = 0.

Èìååì ∂V
∂x1

= 2bx1 + 3x2
1 = 0 ïðè x1 = − 2

3
b. Òàêèì îáðà-

çîì, òî÷êà x1 = − 2
3
b ÿâëÿåòñÿ äâóêðàòíûì êîðíåì óðàâíåíèÿ

V (x1, 0) − c = 0 è ôóíêöèþ V (x1, 0) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
V (x1, 0) = (x1 + 2

3
b)2(x1 − 1

3
b) + c.

Çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü, íàõîäÿùàÿñÿ âíóòðè êðèâîé
V (x1, x2) = c, ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ íà÷àëà êîîðäèíàò
(îáëàñòüþ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ). Âíóòðè ýòîé îáëàñòè V > 0, V̇ ≤ 0 è ìíîæåñòâî

M =

�
−2

3
b < x1 <

1

3
b, x2 = 0

�

íå ñîäåðæèò öåëûõ òðàåêòîðèé, êðîìå òî÷êè (0, 0). Êîíå÷íî æå, ýòî
òîëüêî îöåíêà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ, êîòîðàÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè èìå-
åò áîëüøèé ðàçìåð.

Ïðèìå÷àíèå. Òåîðåìà 1.4 óñòàíàâëèâàåò òîëüêî ôàêò
óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.10). Ýòî îçíà÷à-
åò, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1.2, ÷òî ðåøåíèå x = 0 àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ íà÷àëüíûõ îòêëîíå-
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íèÿõ. Â òî æå âðåìÿ ïðèìåíåíèå òåîðåìû 1.5 ïîçâîëÿåò ïðè ïîìî-
ùè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà V îöåíèòü îáëàñòü íà÷àëüíûõ îòêëîíåíèé,
äëÿ êîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ x = 0 ãàðàí-
òèðóåòñÿ.

Ïðèìåð 3. Â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ (a, b) óêàæèòå îá-
ëàñòü óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

xIV + a
...
x + bẍ + ẋ + x = 0.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

λ4 + a1λ
3 + a2λ

2 + a3λ + a4 = 0,

ãäå a1 = a, a2 = b, a3 = 1, a4 = 1. Ñîñòàâèì ìàòðèöó Ãóðâèöà

Γ =

0
BB@

a 1 0 0
1 b 1 0
0 a 1 0
0 1 b 1

1
CCA

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1.2 óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-
ñòè èìåþò âèä

∆1 = a > 0, ∆2 = ab− 1 > 0, ∆3 = ab− a2 − 1 > 0.

Èç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî èñêîìàÿ îáëàñòü åñòü a > 0, b > a + 1
a
.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (1.5) íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâûì ñ çàïàñîì µ > 0, åñëè âñå êîðíè åãî õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó Re λi ≤ µ.

Ïðèìåð 4. Â ïðîñòðàíñòâå (k1, k2) óêàæèòå îáëàñòü óñòîé-
÷èâîñòè ñ çàïàñîì 2 òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

�
ẋ1 = x2 + u1,
ẋ2 = x1 + u2

ïðè óïðàâëåíèè âèäà u1 = k1x1, u2 = k2x2.
Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè

òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ çàïàñîì 2, ñäåëàåì çàìåíó ïåðå-
ìåííûõ xk = e−2tyk, k = 1, 2. Òîãäà â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà
èìååò âèä

ẏ1 = (k1 + 2)y1 + y2, ẏ2 = y1 + (k2 + 2)y2,

à åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå åñòü

(λ− 2)2 − (k1 + k2)(λ− 2) + k1k2 − 1 = 0.
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Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò êîðíè ñ îòðèöàòåëüíûìè äåéñòâèòåëü-
íûìè ÷àñòÿìè, åñëè è òîëüêî åñëè

k1 + k2 + 4 < 0, (k1 + 2)(k2 + 2) > 1.

Ïðèìåð 5. Â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ (k1, k2) óêàæèòå îá-
ëàñòü óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

�
ẋ1 = x2 + f1(x1, x2) + u1,
ẋ2 = x2 + f2(x1, x2) + u2

ïðè èñïîëüçîâàíèè óïðàâëåíèÿ âèäà u1 = k1x1, u2 = k2x1. Çäåñü
ôóíêöèè fk(x1, x2) ñîäåðæàò ÷ëåíû íå íèæå âòîðîãî ïîðÿäêà ìà-
ëîñòè ïî ïåðåìåííûì x1, x2.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ

����
k1 − λ 1

k2 1− λ

���� = λ2 − (k1 + 1)λ + k1 − k2 = 0.

Óñëîâèÿ îòðèöàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé êîðíåé ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ çàäàþòñÿ óñëîâèÿìè k1 + 1 < 0, k1 − k2 > 0. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ òåîðåìîé 1.4 ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû.

1.1. Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ëèíåàðèçàöèÿ.
Óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ

Çàäà÷à 1.1. Íàéäèòå âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Îïðå-
äåëèòå, êàêèå óñòîé÷èâû, à êàêèå íåò.

a)
�

ẏ1 = ln(2− y2
2),

ẏ2 = ey1 − ey2 .
á)

�
ẋ = ln(y2 − x),
ẏ = x− y − 1.

â)
�

ẏ1 = −y2
1 + y2,

ẏ2 = − ln(1− y1 + y2
1) + ln 3.

Çàäà÷à 1.2. Óðàâíåíèå êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
èìååò âèä

ẍ + δẋ + ω2 sin x = 0.

Çäåñü x � óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò íèñõîäÿùåé âåðòèêàëè; δ > 0
� êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ, ω2 = g/l, ãäå l � äëèíà ìàÿòíèêà, g
� óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.
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à) Íàéäèòå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ è çàïèøèòå óðàâíåíèÿ â
îòêëîíåíèÿõ îò ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ. Èññëåäóéòå óñòîé÷èâîñòü
ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïðè ïîìîùè òåîðåìû 1.4.

á) Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆x îòêëîíåíèå îò ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ
x∗ = 0: ∆x = x − x∗. Èññëåäóéòå óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ ∆ẍ+δ∆ẋ+ω2∆x = 0 ïðè ïîìîùè ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà

V =
1

2
∆ẋ2 +

1

2
ω2∆x2.

Âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé 1.5.
Çàäà÷à 1.3. Óðàâíåíèå Äóôôèíãà

ẍ + aẋ + x + bx3 = 0

îïèñûâàåò íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîä äåéñòâè-
åì ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ −aẋ, a > 0, ïðîïîðöèîíàëüíîé ñêîðîñòè, è
íåëèíåéíîé âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû, ïðè÷åì ñëó÷àé b > 0 ñîîòâåò-
ñòâóåò ¾ñèëüíîé¿ ïðóæèíå, b < 0 � ¾ñëàáîé¿.

à) Íàéäèòå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ è çàïèøèòå ëèíåéíûå óðàâ-
íåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ îò ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Ïîêàæèòå, ÷òî
ïðè a > 0, b > 0 åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî,
a > 0, b < 0 èìåþòñÿ åùå äâà íåóñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøå-
íèÿ. Ïîñòðîéòå ôàçîâûé ïîðòðåò èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðè a = 1,
b = −0, 04.

á)∗ Ðàññìîòðèòå ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà

V (x1, x2) =
1

4
(bx4

1 + 2x2
1 + 2x2

2),

ãäå x1 = x, x2 = ẋ, è óáåäèòåñü, ÷òî ïðè a > 0, b > 0 óñòîé÷èâîå ñòà-
öèîíàðíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì â öåëîì,
ïðè a > 0, b < 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, íî íå â öåëîì. Èñïîëü-
çóéòå óêàçàííóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà äëÿ îöåíêè èçíóòðè îáëàñòè
ïðèòÿæåíèÿ òðèâèàëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ïðè b < 0 (ñì.
ïðèìåð 2).

Çàäà÷à 1.4. Óðàâíåíèå Âàí äåð Ïîëÿ

ẍ + ε(x2 − 1)ẋ + x = 0

îïèñûâàåò ýëåêòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â çàìêíóòîì êîíòóðå, ñîñòîÿ-
ùåì èç ñîåäèíåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî êîíäåíñàòîðà, èíäóêòèâíîñòè,
íåëèíåéíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è ýëåìåíòîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ïîäêà÷êó
ýíåðãèè èçâíå. Ôóíêöèÿ x(t) èìååò ñìûñë ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, à â
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ïàðàìåòðå ε çàëîæåíû êîëè÷åñòâåííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñîñòàâ-
ëÿþùèìè ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, â òîì ÷èñëå è íåëèíåéíîé êîìïîíåí-
òîé ñîïðîòèâëåíèÿ.

à) Çàïèøèòå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ îò ñòàöèîíàð-
íîãî ðåøåíèÿ, ïðîàíàëèçèðóéòå óñòîé÷èâîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ â çàâè-
ñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ε. Èñïîëüçóéòå òåîðåìó 1.4.

á) Ðàññìîòðèòå ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà

V =
1

2
(x2

1 + x2
2) (x1 = x, x2 = ẋ)

è âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé 1.5 äëÿ óñòàíîâëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ è îöåíêè îáëàñòè åãî ïðèòÿæå-
íèÿ.

Çàäà÷à 1.5. Óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ
ñïóòíèêà, ëèíåàðèçîâàííûå â îêðåñòíîñòè íåâîçìóùåííîé ýêâàòî-
ðèàëüíîé êðóãîâîé îðáèòû ñ îðáèòàëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω è
ðàäèóñîì r0, èìåþò âèä [17]:

8
>>><
>>>:

ẍ1 =− 2
Ω

r0
ẋ2 + b1u1,

ẍ2 =3Ω2x2 + 2r0Ωẋ1 + b2u2,

ẍ3 =− Ω2x3 + b3u3,

(1.11)

Çäåñü x1 = λ − Ωt, x2 = r − r0, x3 = θ, ãäå λ, r, θ � ñôåðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû ñïóòíèêà, u1,2,3 � óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ, b1,2,3 �
âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ïðè óïðàâëåíèÿõ.

Óðàâíåíèÿ (1.11) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óðàâíåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà â îêðåñòíîñòè îðáè-
òàëüíîé ñòàíöèè, äâèæóùåéñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå.

Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè uj = 0 äâèæåíèå xj = 0, ẋj = 0, j = 1, 2, 3
íåóñòîé÷èâî. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿìè (1.11) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ëèøü
ïðè óñëîâèè, ÷òî óïðàâëÿþùèå ñèëû u1 è u2 îáåñïå÷èâàþò ìàëîñòü
îòêëîíåíèé x1(t), x2(t) â òå÷åíèè âñåãî ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà
âðåìåíè (ñì. çàäà÷ó 2.37 â ãë. 2).

Âìåñòî âåêòîðà (x1, x2, x3, ẋ1, ẋ2, ẋ3) ìîæíî ââåñòè âåêòîð ìåíü-
øåé ðàçìåðíîñòè (x2, x3, y1 = ẋ1, ẋ2, ẋ3) ò.ê. êîîðäèíàòà ϕ (è ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ åé ïåðåìåííàÿ x1) öèêëè÷åñêàÿ. Òîãäà (1.11) ïðèìåò
âèä 8

>>><
>>>:

ẏ1 =− 2
Ω

r0
ẋ2 + b1u1,

ẍ2 = 3Ω2x2 + 2r0Ωy1 + b2u2,

ẍ3 =− Ω2x3 + b3u3.
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Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè uj = 0, j = 1, 2, 3 òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ýòîé
ñèñòåìû óñòîé÷èâî.

Çàäà÷à 1.6. Óñòîé÷èâîñòü ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé ñáëè-
æåíèÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óïðàâëÿåìûõ ìàíåâðîâ â îêðåñòíîñòè îð-
áèòàëüíîé ñòàíöèè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìîæíî çà-
ïèñûâàòü â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñî ñòàíöèåé. Íà-
ïðèìåð, ýòî óäîáíî, êîãäà óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå âûðàáàòûâàåòñÿ
ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè è óãëîâîé
ñêîðîñòè ëèíèè âèçèðîâàíèÿ.

Óðàâíåíèÿ (1.11) îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ êîñìè-
÷åñêîãî êîðàáëÿ â îêðåñòíîñòè îðáèòàëüíîé ñòàíöèè, äâèæóùåéñÿ ïî
êðóãîâîé îðáèòå Çåìëè ñ óãëîâîé îðáèòàëüíîé ñêîðîñòüþ Ω, èìåþò
âèä: 8

<
:

ρ̈− 2ρΩϕ̇− ρϕ̇2 − 3ρΩ2 sin2 ϕ =aρ,

ρϕ̈ + 2ρ̇(Ω + ϕ̇)− 3

2
ρΩ2 sin 2ϕ =aϕ.

Çäåñü ρ � ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòàíöèåé è êîñìè÷åñêèì àïïàðàòîì, ϕ
� óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê îðáèòå ñòàíöèè è ëèíèåé âèçèðîâàíèÿ
ñòàíöèÿ-êîðàáëü.

Ïðîäîëüíîå óïðàâëåíèå aρ, íàïðàâëåííîå âäîëü ëèíèè âèçèðîâà-
íèÿ, âûðàáàòûâàåòñÿ òàê, ÷òîáû ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ êîñìè÷åñêîãî
êîðàáëÿ è ñòàíöèè èçìåíÿëàñü ïî çàêîíó ρ̇ = kΩρ, ãäå k < 0. Óïðàâ-
ëåíèå, îðòîãîíàëüíîå ëèíèè âèçèðîâàíèÿ, îòñóòñòâóåò: aϕ = 0. Â
ýòîì ñëó÷àå óãëîâîå äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì:

ϕ̈ + 2kΩϕ̇− 3

2
Ω2 sin 2ϕ = −2kΩ2.

à) Íàéäèòå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ϕ(t) = ϕ0 óðàâíåíèÿ óãëîâî-
ãî äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùèå ïðÿìîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì ñáëèæåíèÿ,
çàïèøèòå óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ è îïðåäåëèòå çíà÷åíèÿ k, ïðè
êîòîðûõ ýòè ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò. Ïðîâåäèòå àíàëèç óñòîé÷èâîñòè
ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé.

á) Ïóñòü ñáëèæåíèå ïî äàëüíîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî çàêîíó

ρ̇ =
kω + k1ϕ̇

ω + ϕ̇
ωρ, k1 > 0, aϕ = 0.

Òîãäà óãëîâîå äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ϕ̈ + 2k1Ωϕ̇− 3

2
ω2 sin 2ϕ = −2kΩ2.

Íàéäèòå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, çàïèøèòå óðàâ-
íåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ. Ïðîâåäèòå àíàëèç óñòîé÷èâîñòè. Ïîêàæè-
òå, ÷òî óñòîé÷èâûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
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cos 2ϕ0 < 0, è èì ñîîòâåòñòâóþò îñîáûå òî÷êè òèïà óñòîé÷èâîãî óçëà
èëè ôîêóñà, à íåóñòîé÷èâûì ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò îñîáûå òî÷êè
òèïà ñåäëà.

Çàäà÷à 1.7. Óðàâíåíèÿ âåðòèêàëüíîãî äâèæåíèÿ ðàêåòû èìåþò
âèä 8

>>>><
>>>>:

ḣ =v,

v̇ =
P −Q(v, h)

m
− g(h),

ṁ =− P

c
,

Çäåñü h � âûñîòà ïîäúåìà ðàêåòû, v � ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ, m �
ìàññà ðàêåòû, P � ñèëà òÿãè äâèãàòåëÿ, Q(v, h) � ñèëà ñîïðîòèâëå-
íèÿ ñðåäû, g(h) � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, c � îòíîñèòåëüíàÿ
ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ãàçà èç ñîïëà äâèãàòåëÿ.

Ïðè äâèæåíèè â íåáîëüøîì äèàïàçîíå âûñîò è íà äîçâóêîâûõ
ñêîðîñòÿõ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Q(v, h) = kv2, ãäå k � êîíñòàíòà, à
òàêæå ïðåíåáðå÷ü çàâèñèìîñòüþ óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ îò
âûñîòû ïîëåòà. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî èçìåíåíèå ìàññû â ïðîöåññå
ïîäúåìà ïðåíåáðåæèìî ìàëî, è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äëÿ v, â êî-
òîðîì P è m � êîíñòàíòû.

Íàéäèòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàêåòû, ñîîòâåòñòâóþùåå
ïîëåòó ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, è èññëåäóéòå åãî óñòîé÷èâîñòü.

Çàäà÷à 1.8. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ îñåñèììåòðè÷íî-
ãî ñíàðÿäà â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè èìåþò âèä

8
>><
>>:

ẋ = v cos θ,
ẏ = v sin θ,
v̇ = P − kv2 − g sin θ,

θ̇ = −g cos θ
v ,

ãäå x è y � ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ
ñíàðÿäà, v � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ, θ � óãîë íàêëîíà òðà-
åêòîðèè (óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ è îñüþ Ox), P �
îòíåñåííàÿ ê ìàññå ñèëà òÿãè äâèãàòåëÿ, íàïðàâëåííàÿ òî÷íî ïî âåê-
òîðó ñêîðîñòè, g = const � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, k = const
� îòíåñåííûé ê ìàññå êîýôôèöèåíò ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

Âèäíî, ÷òî ïåðâûå äâà êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ îòùåïëÿþòñÿ
îò ñèñòåìû, è åñëè ñêîðîñòü è óãîë íàêëîíà òðàåêòîðèè èçâåñòíû,
äàëüíîñòü è âûñîòà ïîëåòà îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè êâàäðàòóð.
Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ïîñëåäíèõ äâóõ äèíà-
ìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñèñòåìû.

17



à) Íàéäèòå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé ÷àñòè ñèñòåìû
óðàâíåíèé ïàññèâíîãî (ïðè P = 0) äâèæåíèÿ ñíàðÿäà â âåðòèêàëü-
íîé ïëîñêîñòè, çàïèøèòå óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ îò ñòàöèîíàðíîãî
ðåøåíèÿ è èññëåäóéòå èõ óñòîé÷èâîñòü. Ïîñòðîéòå ýñêèç ôàçîâîãî
ïîðòðåòà íà ïëîñêîñòè (θ, v).

á) Âûïîëíèòå ïðåäûäóùåå çàäàíèå, ñ÷èòàÿ, ÷òî ñèëà òÿãè P ðàâ-
íà ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòå. Ïîêàæèòå, ÷òî äâèæåíèå âåðòèêàëüíî
ââåðõ íåóñòîé÷èâî, à âíèç � óñòîé÷èâî.

Çàäà÷à 1.9.∗ Óðàâíåíèÿ ïàññèâíîãî äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ëå-
òàòåëüíîãî àïïàðàòà â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè èìåþò âèä

8
>>>>><
>>>>>:

ẋ =v cos θ,

ẏ =v sin θ,

v̇ =− kv2 − g sin θ,

θ̇ =k1v − g cos θ

v
,

ãäå îáîçíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ îáîçíà÷åíèÿìè çàäà÷è 1.8, k1 = const
� êîýôôèöèåíò ïîäúåìíîé ñèëû.

Íàéäèòå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé ÷àñòè ñèñòåìû
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà â âåðòèêàëüíîé ïëîñêî-
ñòè, çàïèøèòå óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ îò ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ
è èññëåäóéòå èõ óñòîé÷èâîñòü. Ïîñòðîéòå ýñêèç ôàçîâîãî ïîðòðåòà
íà ïëîñêîñòè (θ, v).

Çàäà÷à 1.10. Óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà ïî
òðàññå. Ïóñòü ðîáîò ñîñòîèò èç êîðïóñà, äâóõ âåäóùèõ êîëåñ, ðàñïî-
ëîæåííûõ íà îäíîé îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïðîäîëüíîé îñè êîðïóñà
ðîáîòà, è ïàññèâíîãî êîëåñà. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáî-
òà èìåþò âèä [6]:

8
>>>>><
>>>>>:

ẋ = V cos α− k0ω sin α,
ẏ = V sin α + k0ω cos α,
α̇ = ω,

V̇ = −V + k1k2ω
2 + uS ,

ω̇ = −k3(1 + k2
k1

V )ω + k3
k1

uD,

ãäå x è y � áåçðàçìåðíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû íåêîòîðîé òî÷êè
ðîáîòà, ðàñïîëîæåííîé íà åãî ïðîäîëüíîé îñè, α � óãîë ìåæäó ïðî-
äîëüíîé îñüþ ðîáîòà è îñüþ àáñöèññ, ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðîáîòà, V
� ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü ðîáîòà, k0, k1, k2, k3 � áåçðàçìåðíûå êîýôôè-
öèåíòû, ñâÿçàííûå ñ ìàññîâûìè, ãåîìåòðè÷åñêèìè è ýëåêòðîìåõàíè-
÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè ðîáîòà, uS , uD � óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ,
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ÿâëÿþùèåñÿ ïîëóñóììîé è ïîëóðàçíîñòüþ íàïðÿæåíèé íà îáìîòêàõ
ýëåêòðîäâèãàòåëåé ïðàâîãî è ëåâîãî êîëåñ.

à) Ïðîãðàììíîå äâèæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â äâèæåíèè ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ âäîëü îñè àáñöèññ. Óáåäèòåñü, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ ñèñòåìà
èìååò ðåøåíèå, îòâå÷àþùåå ýòîìó ïðîãðàììíîìó äâèæåíèþ. Çàïè-
øèòå óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ îò ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ.

á) Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé â îòêëîíåíèÿõ ðàç-
äåëÿåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû. Ïåðâàÿ èç íèõ (óðàâíåíèÿ
äëÿ ∆x è ∆V ) îïèñûâàåò ïðîäîëüíîå äâèæåíèå ðîáîòà, à âòîðàÿ �
ïîïåðå÷íûå è óãëîâûå ïåðåìåùåíèÿ. Èññëåäóéòå óñòîé÷èâîñòü ïåð-
âîé ïîäñèñòåìû, ïîëàãàÿ uS = 0.

â) Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â îòêëîíåíèÿõ, îïèñûâàþùåé ïîïå-
ðå÷íîå è óãëîâîå äâèæåíèå, ïðîâåðüòå óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî
ðåøåíèÿ ïðè îòñóòñòâèè óïðàâëåíèÿ uD.

Çàäà÷à 1.11. Çàäà÷à ïðåñëåäîâàíèÿ îáúåêòà, óáåãàþùåãî ïî ëè-
íèè âèçèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðåñëåäîâàíèÿ öåëè, ñòðàòå-
ãèÿ êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â óáåãàíèè ïî ëèíèè âèçèðîâàíèÿ: â êàæ-
äûé ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòü öåëè íàïðàâëåíà â ñòîðîíó, ïðîòèâî-
ïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþ íà ïðåñëåäîâàòåëÿ. Ïðåñëåäîâàòåëü è öåëü
ñ÷èòàþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè, äâèæóùèìèñÿ â ïëîñêîñòè ñ ïî-
ñòîÿííûìè ïî ìîäóëþ ñêîðîñòÿìè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä
[25] (

%̇ = − cos β + b,

β̇ =
sin β

% + u,

ãäå % � íîðìèðîâàííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåñëåäîâàòåëåì è öåëüþ,
β � óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè ïðåñëåäîâàòåëÿ è ëèíèåé âèçè-
ðîâàíèÿ, u � óïðàâëåíèå, êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, b
� îòíîøåíèå ñêîðîñòè öåëè ê ñêîðîñòè ïðåñëåäîâàòåëÿ. Ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ èìåþò âèä %(0) = %0, β(0) = β0, %(T ) = %T , β(T ) � ñâîáîäíî.
Íà óïðàâëåíèå íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå |u(t)| ≤ ū, ū > 0, t ∈ [0, T ], ãäå
T � ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà.

Äëÿ ñëó÷àÿ 0 < b < 1 íàéäèòå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèÿìè u(t) = ū è u(t) = −ū, çàïèøèòå
óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ è ïðîàíàëèçèðóéòå èõ óñòîé÷èâîñòü è õà-
ðàêòåð ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
b. Óñòàíîâèòå îòñóòñòâèå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ïîñòðîéòå ýñêèç ôà-
çîâîãî ïîðòðåòà.

Çàäà÷à 1.12. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, çà-
ïèñàííàÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ r, ϕ, èìååò âèä:

�
ṙ = (u− 2)r − r3,
ϕ̇ = r + 1.
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Îïðåäåëèòå ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèÿ u = const
ìîæíî ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ (ïðåäåëüíûé öèêë) íà ïëîñ-
êîñòè (y1 = r cos ϕ, y2 = r sin ϕ). Âû÷èñëèòå àìïëèòóäó è ïåðèîä
ýòîãî äâèæåíèÿ. Èññëåäóéòå åãî óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ïåðå-
ìåííîé r.

Çàäà÷à 1.13. Ðàññìîòðèòå ñëåäóþùèå ñèñòåìû:

à)
�

ẋ1 = x2 − x1(x
2
1 + x2

2 − 1),
ẋ2 = −x1 − x2(x

2
1 + x2

2 − 1);

á)
�

ẋ1 = x2 + x1(x
2
1 + x2

2 − 1),
ẋ2 = −x1 + x2(x

2
1 + x2

2 − 1);

ñ)
�

ẋ1 = x2 − x1(x
2
1 + x2

2 − 1)2,
ẋ2 = −x1 − x2(x

2
1 + x2

2 − 1)2.

Èññëåäóéòå óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x1 = x2 = 0 â ýòèõ
ñèñòåìàõ. Óáåäèòåñü, ÷òî â ñèñòåìå a) èìååòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëü-
íûé öèêë, â ñèñòåìå á) èìååòñÿ íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, à â
ñèñòåìå â) - ïîëóóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
ïåðåïèøèòå óðàâíåíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, èñïîëüçóÿ ïðåîáðà-
çîâàíèå

r =
q

x2
1 + x2

2, ϕ = arctan
x2

x1
.

Òîãäà ñèñòåìà a) ïðèíèìàåò âèä
�

ṙ = −r(r2 − 1),
ϕ̇ = −1.

Åäèíñòâåííûé óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòüþ. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå èìååò âèä

r(t) =
1

(1 + c0e
−2t)1/2

, ϕ(t) = ϕ0 − t, c0 =
1

r2
0

− 1.

1.2. Êðèòåðèé Ãóðâèöà
Çàäà÷à 1.14. Íàéäèòå âñå k, ïðè êîòîðîì òðèâèàëüíîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ ...
x + ẍ+ ẋ+u = 0 ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè óïðàâëåíèÿ

à) u = kx, á) u = kẋ, â) u = kẍ. ã) Íàéäèòå âñå k, ïðè êîòîðîì
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ k

...
x + ẍ + ẋ + x = 0 àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî.
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Çàäà÷à 1.15. Íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (k1, k2) óêàæèòå îáëàñòü
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

à) ...x + k1ẍ + k2ẋ + x = 0,

á) ...x + ẍ + k1ẋ + k2x = 0,

â) k1
...
x + ẍ + ẋ + k2x = 0,

ã) k1
...
x + ẍ + k2ẋ + x = 0,

ä) k1
...
x + k2ẍ + ẋ + x = 0.

Çàäà÷à 1.16. Íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (k1, k2) óêàæèòå îáëàñòü
óñòîé÷èâîñòè ñ çàïàñîì 1 òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

à)
�

ẋ1 = k1x1 + x2,
ẋ2 = k2x1 + x2.

á)
�

ẋ1 = k1x1 + k2x2,
ẋ2 = x1.

â)
�

ẋ1 = −k1x1 + x2,
ẋ2 = x1 − k2x2.

ã)
�

ẋ1 = k1x2,
ẋ2 = x1 + k2x2.

ä)
�

ẋ1 = −k1x1 + k2x2,
ẋ2 = −x1 − x2.

å)
�

ẋ1 = x1 + 2x2 + k2x2,
ẋ2 = −3x1 − 2x2 + k1x1.

Çàäà÷à 1.17. Ìàëûå êîëåáàíèÿ ïëîñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìà-
ÿòíèêà îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè ïðè íàëè÷èè âÿçêîãî òðåíèÿ îïèñû-
âàþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

�
ẋ1 = x2,
ẋ2 = −ω2x1 − εx2,

ãäå x1 � óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò âåðòèêàëè; x2 � óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü ìàÿòíèêà; ω =

p
g/l, l � äëèíà ìàÿòíèêà, g � óñêîðåíèå ñâî-

áîäíîãî ïàäåíèÿ; ε � êîýôôèöèåíò âÿçêîãî òðåíèÿ íà îñè êîëåáàíèé
ìàÿòíèêà.

Óêàæèòå â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (ω2; ε):
à) îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ,
á) îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ñ çàïàñîì 1 òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 1.18. Â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (k1, k2) óêàæèòå îáëàñòü
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé

à)

8
<
:

ẋ1 = −k1x1 + x2,
ẋ2 = −k2x1 + x3,
ẋ3 = −x1.

á)

8
<
:

ẋ1 = −x1 + x2,
ẋ2 = −k1x1 + x3,
ẋ3 = −k2x1.
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Ãëàâà 2
Àíàëèç íàáëþäàåìîñòè è
óïðàâëÿåìîñòè. Äåêîìïîçèöèÿ ïî
íàáëþäåíèþ è ïî óïðàâëåíèþ
Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó

ẋ = Ax + Bu, z(τ) = Hx(τ), τ ∈ [t0, t]. (2.1)

Çäåñü x � n-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö êîîðäèíàò, îïèñûâàþùèé ñîñòî-
ÿíèå ñèñòåìû, u(t) ∈ U ⊂ Rs � s-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö óïðàâëÿþ-
ùèõ âîçäåéñòâèé (u(·) ∈ KC[t0, t], ãäå KC � ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé), B � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíî-
ñòè n× s, z � m-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö èçìåðåíèé, H � ïîñòîÿííàÿ
ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m× n.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñèñòåìà (2.1) íàçûâàåòñÿ íàáëþäàåìîé íà
îòðåçêå [t0, t], åñëè ìîæíî îïðåäåëèòü ñîñòîÿíèå x(t) èç íàáëþäå-
íèÿ z(τ) íà îòðåçêå [t0, t].

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ñèñòåìà (2.1) íàçûâàåòñÿ óïðàâëÿåìîé íà
îòðåçêå [t0, t], åñëè äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x(t0) = ξ ñóùå-
ñòâóåò óïðàâëåíèå u(τ), t0 ≤ τ ≤ t, ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó â çàäàííîå
ñîñòîÿíèå x(t) = η.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ìàòðèöà

N =

0
BB@

H
HA
. . .

HAn−1

1
CCA

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé íàáëþäàåìîñòè.
Òåîðåìà 2.1. (Êðèòåðèé íàáëþäàåìîñòè Êàëìàíà). Äëÿ íà-

áëþäàåìîñòè ñèñòåìû (2.1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
rank N = n.

Ñëåäñòâèå. Ïðè m = 1 óñëîâèå íàáëþäàåìîñòè ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå det N 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ìàòðèöà W = (B, AB, . . . , An−1B) íàçûâà-
åòñÿ ìàòðèöåé óïðàâëÿåìîñòè.

Òåîðåìà 2.2. (Êðèòåðèé óïðàâëÿåìîñòè Êàëìàíà). Äëÿ
óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (2.1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
rank W = n.
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Ñëåäñòâèå. Ïðè s = 1 óñëîâèå óïðàâëÿåìîñòè ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå det W 6= 0.

Ïîëåçíû òàêæå ñëåäóþùèå ìîäèôèêàöèè êðèòåðèåâ óïðàâëÿåìî-
ñòè è íàáëþäàåìîñòè, èçâåñòíûå êàê êðèòåðèè Ïîïîâà.

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû (2.1) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî λ ∈ C âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

rank
�

A− λE
H

�
= n.

Òåîðåìà 2.4. Äëÿ óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (2.1) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî λ ∈ C âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

rank (A− λE, B) = n.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïðåäñòàâëåííóþ â
ôîðìå

Mẍ + Dẋ + Kx = Lu,

z = H1x + H2ẋ,
(2.2)

ãäå x � n-ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, M, D, K � ïîñòîÿííûå
ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè (n × n), u � s-ìåðíûé âåêòîð óïðàâëÿþùèõ
âîçäåéñòâèé, z � m-ìåðíûé âåêòîð èçìåðåíèé, L � ïîñòîÿííàÿ ìàò-
ðèöà ðàçìåðíîñòè (n×s), H1, H2 � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè
(m× n).

Äëÿ ñèñòåìû (2.2) êðèòåðèè íàáëþäàåìîñòè è óïðàâëÿåìîñòè Ïî-
ïîâà ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä.

Òåîðåìà 2.5. Äëÿ íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû (2.2) íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî λ ∈ C âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

rank
�

Mλ2 + Dλ + K
H1 + λH2

�
= n.

Òåîðåìà 2.6. Äëÿ óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (2.2) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî λ âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

rank (Mλ2 + Dλ + K, L) = n.

Ïîñêîëüêó ïðè λ, íå ÿâëÿþùèõñÿ êîðíåì ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ìàòðèöà Mλ2+Dλ+K, î÷åâèäíî, íåâûðîæ-
äåíà, ïðîâåðêó óñëîâèé òåîðåì 2.3�2.6 äîñòàòî÷íî ïðîâîäèòü òîëüêî
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíåé.
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Îáîçíà÷èâ α1 = −an, . . . αn = −a1, ïðåäñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé ìíîãî÷ëåí ∆(λ) = λn + a1λ

n−1 + . . . + an−1λ + an ìàòðèöû A â
âèäå ∆(λ) = λn − α1 − α2λ− . . .− αnλn−1.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2.1) ñî ñêàëÿðíûìè óïðàâëåíèåì è íàáëþ-
äåíèåì (s = 1, m = 1) � ñèñòåìó ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì

ẋ = Ax + bu, z = h>x, (2.3)

ãäå b, h � âåêòîðû ðàçìåðíîñòè (n× 1).
Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïàðà ìàòðèö

A0 =

0
BBBBB@

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1
α1 α2 . . . . . . αn

1
CCCCCA

, b0 =

0
BBBBB@

0
0
...
0
1

1
CCCCCA

(2.4)

íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé ïî óïðàâëåíèþ ñèñòåìû (2.3).
Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïàðà ìàòðèö

A0 =

0
BBBBB@

αn 1 0 . . . 0
αn−1 0 1 . . . 0
...

...
...
. . .

...
α2 0 0 . . . 1
α1 0 0 . . . 0

1
CCCCCA

, h>0 = (1 0 . . . 0) (2.5)

íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé ïî íàáëþäåíèþ ñèñòåìû (2.3).
Òåîðåìà 2.7. Â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñóùåñòâóåò áàçèñ,

â êîòîðîì ïàðà ìàòðèö {A, b} èìååò êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
(2.4), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (2.3) óïðàâëÿåìà.
Â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ïàðà
ìàòðèö {A, h} èìååò êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (2.5), òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà (2.3) íàáëþäàåìà.

Ïóñòü ñèñòåìà (2.1) íå ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé, ò.å. ðàíã ìàòðèöû
W ðàâåí k, ïðè÷åì k < n.

Òåîðåìà 2.8. (Î äåêîìïîçèöèè ïî óïðàâëåíèþ.) Åñëè ñèñòåìà
(2.1) íå ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé, òî îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå äâóõ
ïîäñèñòåì, îäíà èç êîòîðûõ óïðàâëÿåìà â ñâîåì ïîäïðîñòðàíñòâå,
à äðóãàÿ ÿâëÿåòñÿ íåóïðàâëÿåìîé.

Äåêîìïîçèðîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

ξ̇ =A11ξ + A12η + B1u,

η̇ =A22η.
(2.6)
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Çäåñü ξ � k-ìåðíûé âåêòîð óïðàâëÿåìîé ïîäñèñòåìû, η � (n − k)-
ìåðíûé âåêòîð íåóïðàâëÿåìîé ïîäñèñòåìû, ïðè÷åì ïàðà (A11, B1)
óïðàâëÿåìà.

Ïóñòü ñèñòåìà (2.1) íå ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé, ò.å. ðàíã ìàòðèöû
N ðàâåí l, ïðè÷åì l < n.

Òåîðåìà 2.9. (Î äåêîìïîçèöèè ïî íàáëþäåíèþ). Åñëè ñèñòåìà
(2.1) íå ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé, òî îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå äâóõ
ïîäñèñòåì, îäíà èç êîòîðûõ íàáëþäàåìà â ñâîåì ïîäïðîñòðàíñòâå,
à äðóãàÿ ÿâëÿåòñÿ íåíàáëþäàåìîé.

Äåêîìïîçèðîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä
ξ̇ =Ã11ξ,

η̇ =Ã21ξ + Ã22η,
z = H1ξ. (2.7)

Çäåñü ξ � l-ìåðíûé âåêòîð íàáëþäàåìîé ïîäñèñòåìû, η � (n − l)-
ìåðíûé âåêòîð íåíàáëþäàåìîé ïîäñèñòåìû, ïðè÷åì ïàðà (A11, H1)
íàáëþäàåìà.

Ïðèìåð 1. Ñèñòåìà (2.3) íàáëþäàåìà. Ïðèâåñòè åå ê êàíîíè-
÷åñêîé ôîðìå ïî íàáëþäåíèþ.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå áàçèñà â Rn, â êîòî-
ðîì ñèñòåìà ïðèìåò êàíîíè÷åñêèé âèä (2.5). Â ñèëó íàáëþäàåìîñòè
ñèñòåìà âåêòîðîâ

g1 = h, g2 = A>g1, . . . , gn = A>gn−1

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì è gn+1 = Agn ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ñîãëàñíî òåîðå-
ìå Ãàìèëüòîíà-Êåëè, â âèäå gn+1 = α1g1 + α2g2 . . . + αngn, ãäå αi

(i = 1, . . . , n) � çàðàíåå âû÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìàòðèöû A.

Ââåäåì íîâûå êîâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû ξi = x>fi (i = 1, . . . , n)
è íàéäåì áàçèñ {f1, . . . , fn}. Èç (2.5) ïîëó÷èì:

ξ1 =g>1 x = x>f1 ⇒ f1 = g1,

ξ2 =ξ̇1 − αnξ1 ⇒ ξ2 = x>(A>g1 − αng1) = x>f2 ⇒ f2 = g2 − αng1,

ξ3 =ξ̇2 − αn−1ξ1 ⇒ ξ3 = x>(A>g2 − αnA>g1 − αn−1g1) = x>f3 ⇒
⇒f3 = g3 − αng2 − αn−1g1

. . .

ξn =ξ̇n−1 − α2ξ1 ⇒ ξn = x>(gn − αngn−1 − αn−1gn−2 − . . .

− α3g2 − α2g1) = x>fn ⇒ fn = gn − αngn−1 − . . .− α2g1,

ξ̇n =x>(gn+1 − αngn − αn−1gn−1 − . . .− α3g3 − α2g2) =

=x>α1g1 = α1ξ1.
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Ïðèìåð 2. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû
8
>><
>>:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1 + x2 + x3,
ẋ3 = x1 − x3,
z = x1.

Ðåøåíèå. Èìååì

A =

0
@

0 1 0
1 1 1
1 0 −1

1
A ,

h> =
�
1 0 0

�
,

h>A =
�
0 1 0

�
,

h>A2 =
�
1 1 1

�
,

N =

0
@

1 0 0
0 1 0
1 1 1

1
A ,

îòêóäà det N 6= 0, òàê ÷òî ñèñòåìà íàáëþäàåìà.
Ïðèìåð 3. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû

8
>><
>>:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1 + x2 + x3,
ẋ3 = x1 + x3,
z = x2.

Åñëè ñèñòåìà íå âïîëíå íàáëþäàåìà, ïðîâåäèòå äåêîìïîçèöèþ ïî
íàáëþäåíèþ.
Ðåøåíèå.

A =

0
@

0 1 0
1 1 1
1 0 1

1
A

h> =
�
0 1 0

�
= g>1 ,

h>A =
�
1 1 1

�
= g>2 ,

h>A2 =
�
2 2 2

�
= g>3 ,

N =

0
@

0 1 0
1 1 1
2 2 2

1
A .

Òàê êàê rank N = 2, ñèñòåìà íå âïîëíå íàáëþäàåìà. Ïðîâåäåì äåêîì-
ïîçèöèþ ïî íàáëþäåíèþ. Âåêòîð g3 = α1g1 +α2g2, ãäå α1 = 0, α2 = 2.
Ââåäåì íàáëþäàåìûå êîîðäèíàòû ξ1 = z = g>1 x, ξ2 = g>2 x. Íàáëþäà-
åìàÿ ïîäñèñòåìà èìååò âèä:

8
><
>:

ξ̇1 =g>1 ẋ = g>1 Ax = g>2 x = ξ2

ξ̇2 =g>2 ẋ = g>2 Ax = g>3 x = α1ξ1 + α2ξ2 = 2ξ2

z =ξ1

Äîïîëíèì ñèñòåìó âåêòîðîâ {g1, g2} äî áàçèñà, âûáðàâ ëèíåéíî-
íåçàâèñèìûé âåêòîð f1 = (s1 s2 s3)

>, íàïðèìåð, îðòîãîíàëüíûì g1, g2

(g>1 f1 = 0, g>2 f1 = 0), îòêóäà ñëåäóåò s2 = 0, s1 + s3 = 0 è
f1 = (1 0 − 1)>. Íåíàáëþäàåìàÿ ïîäñèñòåìà â ýòîì áàçèñå ïðåä-
ñòàâëåíà êîâàðèàíòíîé êîîðäèíàòîé η1 = f>1 x, îòêóäà η̇1 = f>1 Ax.
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Íàéäåì ðàçëîæåíèå âåêòîðà A>f1 ïî âåêòîðàì áàçèñà:

A>f1 =

0
@
− 1

1
− 1

1
A = γ1g1 + γ2g2 + ν1f1,

ãäå γ2 = −1, ga1 = 2, ν1 = 0. Óðàâíåíèå íåíàáëþäàåìîé ïîäñèñòåìû
ïðèìåò âèä:

η̇1 = γ1ξ1 + γ2ξ2 + ν1η1 = −ξ1 + 2ξ2 + 0η1.

Ïðèìåð 4. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû
8
<
:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1,
z = x1 + C, C = const,

â êîòîðîé èçìåðåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ ïîñòîÿííóþ ïîãðåø-
íîñòü.

Ðåøåíèå. Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ x3 = C, ẋ3 = 0.
8
>><
>>:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1,
ẋ3 = 0,
z = x1 + x3,

A =

0
@

0 1 0
1 0 0
0 0 0

1
A , N =

0
@

h>

h>A

h>A2

1
A =

0
@

1 0 1
0 1 0
1 0 0

1
A , rank N = 3.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ïîëíîñòüþ íàáëþäàåìà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íåèçâåñòíàÿ ïîãðåøíîñòü â èçìåðåíèè òîæå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà.

Ïðèìåð 5. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû
�

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x1, z = x1 + ν sin ωt,

â êîòîðîé èçìåðåíèå ñîäåðæèò íåñòàöèîíàðíóþ (ω 6= 0) ïîãðåø-
íîñòü ν sin ωt, ν = const � íåèçâåñòíà, à ÷àñòîòà ω èçâåñòíà.

Ðåøåíèå. Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå:

x3 = ν sin ωt,
x4 = ν cos ωt,

ẋ3 = νω cos ωt,
ẋ4 = −νω sin ωt,

ẋ3 = ωx4,
ẋ4 = −ωx3,
z = x1 + x3.
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A =

0
BB@

0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 ω
0 0 −ω 0

1
CCA , h> =

�
1 0 1 0

�
,

N =

0
BB@

h>

h>A

h>A2

h>A3

1
CCA =

0
BB@

1 0 1 0
0 1 0 ω
−1 0 −ω2 0
0 −1 0 −ω3

1
CCA ,

det N =

������

1 0 ω
0 −ω2 0
−1 0 −ω3

������
+

������

0 1 ω
−1 0 0
0 −1 −ω3

������
= ω(ω2 − 1)2.

Ñëåäîâàòåëüíî, det N 6= 0 ïðè ω /∈ {−1, 0, 1}. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïðè ω /∈ {−1, 1} ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé. Â ýòîì ñëó÷àå íåèç-
âåñòíàÿ ïîãðåøíîñòü ν òàêæå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà.

Ïðèìåð 6. Ïðîâåäèòå àíàëèç óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû
8
<
:

ẋ1 = x2 + x3,
ẋ2 = x1 + x2 + u,
ẋ3 = −x2 − x3.

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ óïðàâëÿåìîñòè ïðîâåäèòå äåêîìïîçèöèþ ñè-
ñòåìû ïî óïðàâëåíèþ.

Ðåøåíèå. Âûïèøåì ìàòðèöû ñèñòåìû

A =

0
@

0 1 1
1 1 0
0 −1 −1

1
A , b =

0
@

0
1
0

1
A ,

è âû÷èñëèì ìàòðèöó óïðàâëÿåìîñòè

Ab =

0
@

1
1
−1

1
A , A2b =

0
@

0
2
0

1
A , ⇒ W =

0
@

0 1 0
1 1 2
0 −1 0

1
A .

Òàê êàê rank W = 2, ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé. Ïðî-
âåäåì äåêîìïîçèöèþ ïî óïðàâëåíèþ. Ïðèâåäåì ñèñòåìó ê áàçèñó
{g1 = b, g2 = Ag1, f1}, ãäå f1 = (α1α2α3)

> îðòîãîíàëåí g1, g2:
(f1, g1) = (f1, g2) = 0 ⇒ α2 = 0, α1 − α3 = 0. Ìîæíî ïðèíÿòü
f1 =

�
1 0 1

�>. Òîãäà

Ag2 =

0
@

0
2
0

1
A = 2g1, Af1 =

0
@

1
1
−1

1
A = g2.
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Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ x = ξ1g
1 + ξ2g

2 + ηf1, ïîëó÷èì:
8
<
:

x1 = ξ2 + η,
x2 = ξ1 + ξ2,
x3 = −ξ2 + η.

Äëÿ çàïèñè ñèñòåìû â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïîäñòàâèì çàìåíó ïåðå-
ìåííûõ â ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè âûðàæåíèÿ ẋ = Ax + bu è ïðèâåäåì
ïîäîáíûå ÷ëåíû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðàõ g1, g2, f1:

ẋ = ξ̇1g
1 + ξ̇2g

2 + η̇f1 = Ax + bu = ξ1g
2 + ξ22g1 + ηg2 + g1u.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ
8
<
:

ξ1 = − 1
2
x1 + x2 + 1

2
x3,

ξ2 = 1
2
x1 − 1

2
x3,

η = 1
2
x1 + 1

2
x3

ñèñòåìà èìååò âèä 8
<
:

ξ̇1 = 2ξ2 + u,

ξ̇2 = ξ1 + η,
η̇ = 0.

Ïîäñèñòåìà (ξ1, ξ2) ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé, íåóïðàâëÿåìàÿ ÷àñòü
ïðåäñòàâëåíà ÷åðåç ïåðåìåííóþ η.

Ïðèìåð 7. Ïðîàíàëèçèðóéòå óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû
8
>><
>>:

ẋ1 = x1 + x2 + u1,
ẋ2 = x2 + u2,
ẋ3 = 2x3 + x4 + u2,
ẋ4 = 2x4 + u1.

Äåêîìïîçèðóéòå ñèñòåìó ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà óïðàâëåíèÿ.
Ðàçáåðèòå äâà âàðèàíòà: ïîñëåäîâàòåëüíóþ è ïàðàëëåëüíóþ (÷åë-
íî÷íóþ) äåêîìïîçèöèè.

Ðåøåíèå.

A =

0
BB@

1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

1
CCA , b =

0
BB@

1 0
0 1
0 1
1 0

1
CCA ,

W =

0
BB@

1 0 1 1 1 2 1 3
0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 1 2 4 4 12 8
1 0 2 0 4 0 8 0

1
CCA , rank W = 4
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g1 = b1 =

0
BB@

1
0
0
1

1
CCA , g2 = Ag1 =

0
BB@

1
0
1
2

1
CCA , g3 = Ag2 =

0
BB@

1
0
4
4

1
CCA ,

g4 = Ag3 =

0
BB@

1
0
12
8

1
CCA = 4g1 − 8g2 + 5g3,

f1 = b2 =

0
BB@

0
1
1
0

1
CCA , f2 = Af1 =

0
BB@

1
1
2
0

1
CCA , f3 = Af2 =

0
BB@

2
1
4
0

1
CCA ,

1. Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ äåêîìïîçèöèÿ: áàçèñ {g1, g2, g3, f1}.

g4 = 4g1−8g2+5g3, f2 = 6g1−7g2+2g3+f1, x = ξ1g
1+ξ2g

2+ξ3g
3+η1f

1,

ẋ = ξ̇1g
1 + ξ̇2g

2 + ξ̇3g
3 + η̇1f

1,

Ax + Bu = ξ1g
2 + ξ2g

3 + ξ3(4g1− 8g2 + 5g3) + η1(6g1− 7g2 + 2g3 + f1),

8
>><
>>:

x1 = ξ1 + ξ2 + ξ3,
x2 = η1,
x3 = ξ2 + 4ξ3 + η1,
x4 = ξ1 + 2ξ2 + 4ξ3,

8
>><
>>:

ξ̇1 = 4ξ3 + 6η1 + u1,

ξ̇2 = ξ1 − 8ξ3 − 7η1,

ξ̇3 = ξ2 + 5ξ3 + 2η1,
η̇1 = η1 + u2.

2. Ïàðàëëåëüíàÿ (÷åëíî÷íàÿ) äåêîìïîçèöèÿ: áàçèñ {g1, f1, g2, f2}.

g3 = −3g1 +
7

2
g2 − 1

2
f1 +

1

2
f2, f3 =

2

3
g1 − 1

3
g2 − 2

3
f1 +

5

3
f2,

x = ξ1p
1 + ξ2p

2 + η1v
1 + η2v

2,

p1 = g2 − 7
2
g1

p2 = g1

v1 = f2 − 5
3
f1

v2 = f1

, x =

0
BB@

−5/2 1 1 0
0 0 −2/3 1
1 0 1/3 1

−3/2 1 0 0

1
CCA

0
BB@

ξ1

ξ2

η1

η2

1
CCA ,

8
>><
>>:

ξ̇1 = ξ2,

ξ̇2 = −3ξ1 + 7
2
ξ2 + 2

3
η1 − 1

2
η2 + u1,

η̇1 = η2,
η̇2 = − 2

3
η1 + 5

3
η2 − 1

2
ξ1 + 1

2
ξ2 + u2.
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2.1. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïî
íàáëþäåíèþ

Çàäà÷à 2.1. Ïðèâåäèòå ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïî íàáëþäåíèþ
ñèñòåìó

à)

8
<
:

ẋ1 = x1 + x2,
ẋ2 = x1 − x2,
z = x1.

á)

8
>><
>>:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1 + x2 + x3,
ẋ3 = x1 − x3,
z = x1.

Çàäà÷à 2.2. Ïðèâåäèòå ñèñòåìó
�

ẍ− ẋ− αx = 0,
z = x + ẋ.

ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïî íàáëþäåíèþ, óñòàíîâèâ ïðåäâàðèòåëüíî,
ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ýòî âîçìîæíî.

2.2. Àíàëèç íàáëþäàåìîñòè
Çàäà÷à 2.3. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû

à)

8
<
:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1,
z = x1.

á)

8
<
:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1,
z = x2.

â)

8
<
:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1,
z = x1 + x2.

ã)

8
<
:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x1,
z = x1.

ä)

8
<
:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x1,
z = x2.

å)

8
<
:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x1,
z = x1 + x2.

æ)

8
<
:

ẋ1 = x1 + x2,
ẋ2 = x2,
z = x2.

ç)

8
<
:

ẋ1 = x1 + x2,
ẋ2 = x2,
z = x1 + x2.

è)

8
<
:

ẋ1 = x1,
ẋ2 = x2,
z = x1 + ax2.

Çàäà÷à 2.4. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû

à)
�

ẍ + αẋ + βx = 0,
z = x + ẋ.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α è β ñèñòåìà íàáëþäàåìà?

á)
�

ẍ + 3ẋ + 2x = 0,
z = hx + ẋ.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà h ñèñòåìà íåíàáëþäàåìà?
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Çàäà÷à 2.5. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû

à)

8
>><
>>:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1 + x2 + x3,
ẋ3 = x1 − x3,
z = x1.

á)

8
>><
>>:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1 + x2 + x3,
ẋ3 = x1 − x3,
z = x2.

â)

8
>><
>>:

ẋ1 = x1 + x2 + x3,
ẋ2 = x1,
ẋ3 = x2 + x3,
z = x1.

ã)

8
>><
>>:

ẋ1 = −x1 + x2 + x3,
ẋ2 = x1 − x3,
ẋ3 = x2,
z = x2.

ä)

8
>><
>>:

ẋ1 = x2 + x3,
ẋ2 = x1 + x2 − x3,
ẋ3 = x2 + x3,
z = x2.

å)

8
>><
>>:

ẋ1 = 2x1 − 5x2,
ẋ2 = −x1 + 3x2,
ẋ3 = x1 − 2x2 + x3,
z = x1 + x2.

æ)

8
>><
>>:

ẋ1 = x1 − x2 + x3,
ẋ2 = x1 + x2 − x3,
ẋ3 = 2x1 − x2,
z = x1 + αx3.

ç)

8
>><
>>:

ẋ1 = −x1 + x2 − 2x3,
ẋ2 = 4x1 + x2,
ẋ3 = 2x1 + x2 − x3,
z = x2 + αx3.

è)

8
>><
>>:

ẋ1 = 2x1 − x2 − x3,
ẋ2 = 3x1 − 2x2 − 3x3,
ẋ3 = −x1 + x2 + 2x3,
z1 = x1, z2 = x2 + αx3.

ê)

8
>><
>>:

ẋ1 = 3x1 − 2x2 − x3,
ẋ2 = 3x1 − 4x2 − 3x3,
ẋ3 = 2x1 − 4x2,
z1 = x1 + αx3, z2 = x2

Â çàäà÷àõ æ)�ê) îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñè-
ñòåìà íàáëþäàåìà.

Çàäà÷à 2.6. Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ìîäóëÿ îòíîñèòåëüíî îðáèòàëüíîé ñòàíöèè èç çàäà÷è 1.5, ñ÷èòàÿ, ÷òî
óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå îòñóòñòâóåò, ò.å. bi = 0. Â ýòîì ñëó÷àå
óðàâíåíèå äëÿ x3 îòùåïëÿåòñÿ îò ñèñòåìû, è äâèæåíèå â ïëîñêîñòè
îðáèòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñèìî îò äâèæåíèÿ âíå ïëîñêî-
ñòè îðáèòû. Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå y1 = x1, y2 = x2, y3 = ẋ1,
y4 = ẋ2, è çàïèøåì óðàâíåíèÿ ïëîñêîãî îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ â
ôîðìå Êîøè: 8

>>>>><
>>>>>:

ẏ1 = y3,

ẏ2 = y4,

ẏ3 = −2
Ω

r0
y4,

ẏ4 = 3Ω2y2 + 2Ωr0y3.

Ïðîâåðüòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
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à) íàáëþäàåòñÿ êîìïîíåíòà y1 âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ;
á) íàáëþäàåòñÿ êîìïîíåíòà y2 âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ;
â) íàáëþäàåòñÿ êîìïîíåíòà y3 âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ;
ã) íàáëþäàåòñÿ êîìïîíåíòà y4 âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ;
ä) íàáëþäàåòñÿ ñóììà êîìïîíåíò y1 + y2 âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ.

Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû â ýòèõ ñëó÷àÿõ áåç ïåðåõîäà ê
ïåðåìåííûì yi ïðè ïîìîùè òåîðåìû 2.5.

Çàäà÷à 2.7. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû

a)

8
><
>:

2ẍ1 + ẍ2 − x2 = 0

ẍ1 + 2ẍ2 − x1 = 0

z = x1 + ẋ1

á)

8
><
>:

2ẍ1 + ẍ2 − 5x1 = 0

ẍ1 + ẍ2 + 6x1 = 0

z = x1 + 3x2

â)

8
><
>:

2ẍ1 − ẍ2 − x2 = 0

−ẍ1 + 3ẍ2 − 2x2 = 0

z = x1 + ẋ2

ã)

8
><
>:

3ẍ1 − ẋ2 − 2x1 + x2 = 0

ẍ2 + ẋ1 + x1 − x2 = 0

z = ẋ1 + 2ẋ2

2.3. Äåêîìïîçèöèÿ ïî íàáëþäåíèþ
Çàäà÷à 2.8. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû

8
<
:

ẋ1 = l1x1,
ẋ2 = l2x2,
z = x1 + x2.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ l1 è l2 ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàå-
ìîé? Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ íàáëþäàåìîñòè ïðîâåäèòå äåêîìïîçèöèþ.

Çàäà÷à 2.9. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
8
<
:

ẋI = AIxI ,
ẋII = AIIxII ,

z = h>I xI + h>IIxII .

Ïàðû (AI , hI), (AII , hII) íàáëþäàåìû. Êàêîâû â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ
íàáëþäàåìîñòè âñåé ñèñòåìû?

Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå óïðîùåííûé âàðèàíò: ẋ1 = λ1x1,
ẋ2 = λ2x2, z = x1 + x2.

Çàäà÷à 2.10. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû. Åñëè ñèñòåìà
íå ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé, ïðîâåäèòå äåêîìïîçèöèþ ïî íàáëþäåíèþ

33



è ïðèâåäèòå íàáëþäàåìóþ ïîäñèñòåìó ê êàíîíè÷åñêîìó èäó.

8
>><
>>:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1 + x2 − x3,
ẋ3 = x1 − x3,
z = x2.

Çàäà÷à 2.11. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû

à)

8
>><
>>:

ẋ1 = −x1 + x2 + x3,
ẋ2 = x1 − x3,
ẋ3 = x2,
z = x2.

á)

8
>><
>>:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1 + x2 + x3,
ẋ3 = x1 + x3,
z = x2.

â)

8
>><
>>:

ẋ1 = −x1 − 2x3,
ẋ2 = 3x1 + x2 + 3x3,
ẋ3 = 2x1 + x2 + 2x3.
z = x1 + x3.

ã)

8
>><
>>:

ẋ1 = x1 − x3,
ẋ2 = 3x1 + 3x2 + 2x3,
ẋ3 = x2 + x3,
z = x1 + x3.

ä)

8
>><
>>:

ẋ1 = 2x1 + 3x2 − 2x3,
ẋ2 = x1 − x2 + 3x3,
ẋ3 = −x1 − 2x2 + 2x3,
z = x1 + x3.

å)

8
>><
>>:

ẋ1 = −x1 − 2x2 + x3,
ẋ2 = x1 + 2x2 + x3,
ẋ3 = x1 + x2 − x3,
z = x1 + x3.

æ)

8
>><
>>:

ẋ1 = 2x1 + x2 − x3,
ẋ2 = −2x1 + x2 + 2x3,
ẋ3 = 2x1 − x3,
z = x1 − x3.

ç)

8
>><
>>:

ẋ1 = x2 − 2x3,
ẋ2 = x1 − x3,
ẋ3 = −2x3,
z = −x1 + x2 − x3.

Åñëè ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé, ïðîâåäèòå äåêîìïîçèöèþ ïî
íàáëþäåíèþ.

Çàäà÷à 2.12. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû

à)

8
>>>>>><
>>>>>>:

ẋ1 = 2x1 + x2,

ẋ2 = 2x2,

ẋ3 = x3 + x4,

ẋ4 = x4,

z = x1 + x4.

á)

8
>>>>>><
>>>>>>:

ẋ1 = 3x1 + 2x3,

ẋ2 = x1 + 3x2,

ẋ3 = 0,

ẋ4 = x3 + 2x4,

z = x2 + x3.
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â)

8
>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

ẏ1 =
1

2
y1 − 1

2
y2 +

1

2
y3 +

1

2
y4,

ẏ2 = −1

2
y1 +

1

2
y2 +

1

2
y3 +

1

2
y4,

ẏ3 = y2 +
1

2
y3 − 1

2
y4,

ẏ4 = −y1 − 1

2
y3 +

1

2
y4,

z =
1

2
y1 +

1

2
y2.

Åñëè ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé, ïðîâåäèòå äåêîìïîçèöèþ ïî
íàáëþäåíèþ.

Çàäà÷à 2.13. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû

à)

8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

ẋ1 = v1 − x3,

ẋ2 = v2,

ẋ3 = v3 + x1,

v̇1 = −x1 − v3,

v̇2 = −x2,

v̇3 = 2x3 + v1,

z1 = x3.

á)

8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

ẏ1 = y2 + y3,

ẏ2 = y4 − y1,

ẏ3 = −y1 + y4,

ẏ4 = −y2 − y3,

ẏ5 = y6,

ẏ6 = −y5,

z2 = y1.

Åñëè ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé, ïðîâåäèòå äåêîìïîçèöèþ ïî
íàáëþäåíèþ. Ïîêàæèòå, ÷òî îáà ñëó÷àÿ à) è á) îïèñûâàþò ïðîñòðàí-
ñòâåííîå äâèæåíèå ñïóòíèêà â îêðåñòíîñòè êðóãîâîé îðáèòû. Äàéòå
ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ èçìåðåíèÿì z1, z2.

Çàäà÷à 2.14. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû
8
>>>>>><
>>>>>>:

{̇1 = π1 − {3,
{̇3 = π3 + {1,
π̇1 = −π3 − {1,
π̇3 = π1 + 2{3,
z1 = {1,
z3 = {3.

Åñëè ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé, ïðîâåäèòå äåêîìïîçèöèþ ïî
íàáëþäåíèþ. Ðàññìîòðèòå äâà âàðèàíòà: ïîñëåäîâàòåëüíóþ è ïàðàë-
ëåëüíóþ äåêîìïîçèöèè. Ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ïëîñ-
êîå äâèæåíèå ñïóòíèêà â îêðåñòíîñòè êðóãîâîé îðáèòû. Äàéòå ôè-
çè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ èçìåðåíèÿì z1, z3.
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Çàäà÷à 2.15. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû
8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

ẋ1 =
3

2
x1 +

1

2
x2 − 1

2
x3 +

1

2
x4,

ẋ2 = x2,

ẋ3 = −1

2
x1 +

1

2
x2 +

3

2
x3 − 1

2
x4,

ẋ4 = 2x4,

z1 = x1 + x3 + x4,

z2 = x1 + x2 − x3.

Åñëè ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé, ïðîâåäèòå äåêîìïîçèöèþ ïî
íàáëþäåíèþ. Ðàññìîòðèòå äâà âàðèàíòà: ïîñëåäîâàòåëüíóþ è ïàðàë-
ëåëüíóþ äåêîìïîçèöèè.

2.4. Íåñòàöèîíàðíûå íàáëþäåíèÿ
Çàäà÷à 2.16. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû (C � íåèç-

âåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé)

à)

8
<
:

ẋ1 = −x1,
ẋ2 = x1,
z = x1 + C.

á)

8
<
:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x1,
z = x2 + Cet.

â)

8
<
:

ẋ1 = −3x1 − 2x2,
ẋ2 = x1,
z = x1 + Ceαt.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α
ñèñòåìà íàáëþäàåìà?

ã)

8
<
:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x1,
z = x1 + C sin ωt.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ω
ñèñòåìà íàáëþäàåìà?

Çàäà÷à 2.17. Èññëåäóéòå íà íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû
8
<
:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x1,
z = x1 sin ωt + x2 cos ωt.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ω ñèñòåìà íàáëþäàåìà?

2.5. Àíàëèç óïðàâëÿåìîñòè
Çàäà÷à 2.18. Èññëåäóéòå óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû

�
ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1 + u.
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Çàäà÷à 2.19. Èññëåäóéòå óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû
8
<
:

ẋ1 = x2 + x3 + u,
ẋ2 = x1 + x2,
ẋ3 = x2 − x3.

Ïðèâåäèòå åå ê áàçèñó gi.
Çàäà÷à 2.20. Ïðèâåäèòå ñèñòåìó

�
ẋ1 = x1 + αx2 + u,
ẋ2 = −3x1 − 2x2 + u

ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïî óïðàâëåíèþ è ïðåäñòàâüòå â âèäå ñêàëÿðíî-
ãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðè êàêèõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ýòî âîçìîæíî?

Çàäà÷à 2.21. Ïðèâåäèòå ñèñòåìó
�

ẋ1 = x1 − 2x2 + βu,
ẋ2 = 4x1 − 5x2 + u

ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïî óïðàâëåíèþ è ïðåäñòàâüòå â âèäå ñêàëÿðíî-
ãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðè êàêèõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðà β ýòî âîçìîæíî?

Çàäà÷à 2.22. Ïðåäñòàâüòå â âèäå ñêàëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñèñòåìó

�
ẋ1 = x1 + x2,
ẋ2 = −3x1 + x2 + u1.

Çàäà÷à 2.23. Äëÿ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
�

ẋI = AIxI + bIu,
ẋII = AIIxII + bIIu

ïàðû (AI , bI), (AII , bII) óïðàâëÿåìû. Êàêîâû â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ
óïðàâëÿåìîñòè âñåé ñèñòåìû?
Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå óïðîùåííûé âàðèàíò

�
ẋ1 = λ1x1 + u,
ẋ2 = λ2x2 + u.

Çàäà÷à 2.24. Èññëåäóéòå óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû

a)

8
><
>:

ẋ1 = −x2 + x3 + αu,

ẋ2 = x3 + u,

ẋ3 = −x1 + x3 + u.

á)

8
><
>:

ẋ1 = x1 − 2x2 − x3 + u,

ẋ2 = −x1 + x2 + x3,

ẋ3 = x1 − x3 + αu.
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â)

8
><
>:

ẋ1 = 2x1 + x2 + u,

ẋ2 = 2x2 + 4x3 + αu,

ẋ3 = x1 − x3.

ã)

8
><
>:

ẋ1 = 2x1 − x2 + 2x3 + u,

ẋ2 = x1 + 2x3 + u,

ẋ3 = −2x1 + x2 − x3 + αu.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà óïðàâëÿåìà?
Çàäà÷à 2.25. Èññëåäóéòå óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû

a)

8
><
>:

ẋ1 = 4x1 − x2 − x3 + u1,

ẋ2 = x1 + 2x2 − x3 + u2,

ẋ3 = x1 − x2 + 2x3 + αu1.

á)

8
><
>:

ẋ1 = x2 + u1,

ẋ2 = −4x1 + 4x2 + u2,

ẋ3 = −2x1 + x2 + 2x3 + u1 + αu2.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà óïðàâëÿåìà?
Çàäà÷à 2.26. Èññëåäóéòå óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû

a)
�

2ẍ1 + ẍ2 + 3x1 + x2 = 2u,

ẍ1 + 3ẍ2 + x1 − 2x2 = u.
á)
�

3ẍ1 + ẍ2 + 5ẋ2 − 5x1 = −2u,

ẍ1 + 2ẍ2 − 5ẋ1 + 5x2 = u.

â)
�

2ẍ1 + ẍ2 + 3x1 + x2 = 2u,

ẍ1 + 3ẍ2 + x1 − 2x2 = u.
ã)
�

ẍ1 + ẍ2 + x1 + x2 = u,

ẍ1 + 2ẍ2 + 3x1 + βx2 = 3u.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà β ñèñòåìà óïðàâëÿåìà?
Çàäà÷à 2.27. Äàíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

8
<
:

ẋ1 = −x1 − x2 + u,
ẋ2 = −2x2 + βu,
z = x1 + αx2.

Ïðè êàêèõ α è β èìååò ìåñòî óïðàâëÿåìîñòü è íàáëþäàåìîñòü?

2.6. Äåêîìïîçèöèÿ ïî óïðàâëåíèþ
Çàäà÷à 2.28. Èññëåäóéòå óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû

�
ẋ1 = x1 + x2 + u,
ẋ2 = 2x1 + u.

Åñëè ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé, ïðîâåäèòå äåêîìïîçèöèþ ïî
óïðàâëåíèþ.

Çàäà÷à 2.29. Èññëåäóéòå óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà ẍ− ẋ− 2x = u̇ + u.
Åñëè ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé, ïðîâåäèòå äåêîìïîçèöèþ ïî
óïðàâëåíèþ.
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Çàäà÷à 2.30. Èññëåäóéòå óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû

à)

8
<
:

ẋ1 = 2x1 + x2 + x3,
ẋ2 = 3x1 + x2 + x3 + u,
ẋ3 = −x2 + x3.

á)

8
<
:

ẋ1 = −x1 + x2,
ẋ2 = x1 + x3 + u,
ẋ3 = x1 − x2.

â)

8
<
:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1 + x2 + x3 + u,
ẋ3 = x1 − x2 + x3.

ã)

8
<
:

ẋ1 = −2x1 + x2 − 2x3 + u,
ẋ2 = −2x1 + 2x2 − x3 + u,
ẋ3 = x1 + 2x3.

ä)

8
<
:

ẋ1 = x1 + x2 + x3,
ẋ2 = 2x2,
ẋ3 = x3 + u.

å)

8
<
:

ẋ1 = 2x1 − x2 + x3 + u,
ẋ2 = −5x1 + 3x2 − 2x3 + u,
ẋ3 = x3.

æ)

8
<
:

ẋ1 = x3,
ẋ2 = x1 + x2 − x3,
ẋ3 = x1 + x2 + x3 + u.

ç)

8
<
:

ẋ1 = −x1 − 3x3 + u,
ẋ2 = −2x1 + 2x2 − x3 + u,
ẋ3 = x1 + 4x3.

è)

8
<
:

ẋ1 = −3x1 + 2x2 − 2x3 + u,
ẋ2 = x1 − x2 + u,
ẋ3 = 3x1 − 2x2 + x3.

ê)

8
<
:

ẋ1 = x2 + x3,
ẋ2 = x1 + x2 + u,
ẋ3 = −x2 − x3.

ë)

8
<
:

ẋ1 = x2 + x3,
ẋ2 = x1 + x2 + u,
ẋ3 = −x2 − x3.

ì)

8
<
:

ẋ1 = −2x1 + x2 − 2x3 + u,
ẋ2 = −2x1 + 2x2 − x3 + u,
ẋ3 = x1 + 2x3.

Åñëè ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé, ïðîâåäèòå äåêîì-
ïîçèöèþ ïî óïðàâëåíèþ.

Çàäà÷à 2.31. Èññëåäóéòå óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé
ïëîñêîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â îêðåñòíîñòè êðóãîâîé îðáèòû

8
>><
>>:

ẋ1 = v1 − ωx2,
ẋ2 = v2 + ωx1,
v̇1 = −ω2x1 − ωv2 + u1,
v̇2 = 2ω2x2 + ω + u2, v1.

Ðàññìîòðèòå äâà âàðèàíòà ñêàëÿðíîãî óïðàâëåíèÿ a) u = u1,
á)u = u2. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ óïðàâëÿåìîñòè ïðîâåäèòå äåêîìïîçè-
öèþ ïî óïðàâëåíèþ. Óêàçàíèå: ïðèâåñòè ñèñòåìó ê äâóì óðàâíåíèÿì
âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ x1, x2 è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2.6).
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Çàäà÷à 2.32. Èññëåäóéòå óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû

à)

8
>><
>>:

ẋ1 = 2x1 + u,
ẋ2 = x1 + 2x2,
ẋ3 = x3,
ẋ4 = x3 + x4 + u.

á)

8
>><
>>:

ẋ1 = 3x1 + x2,
ẋ2 = 3x2 + u,
ẋ3 = 2x1 + x4 + u,
ẋ4 = 2x4.

â)

8
>><
>>:

ẋ1 = 2x1 + x2,
ẋ2 = 2x2 + u,
ẋ3 = x3 + x4 + u,
ẋ4 = x4.

ã)

8
>><
>>:

ẋ1 = 2x1 + x2,
ẋ2 = x1 − x2 + u,
ẋ3 = x3 + x4 + u,
ẋ4 = x4.

ä)

8
>><
>>:

ẋ1 = −3x1 + 2x2 + x3 + 2x4 + u,
ẋ2 = −6x1 + 3x2 + 5x3 + 4x4 + u,
ẋ3 = −4x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 + u,
ẋ4 = −x1 + x3.

å)

8
>><
>>:

ẋ1 = −3x1 − 2x2 + x3 + 2x4 + u,
ẋ2 = −6x1 + 3x2 + 5x3 + 4x4 + u,
ẋ3 = −4x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 + u,
ẋ4 = −x1 + x3.

Åñëè ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé, ïðîâåäèòå äåêîìïîçèöèþ ïî
óïðàâëåíèþ.

Çàäà÷à 2.33. Ïðîâåäèòå äåêîìïîçèöèþ ñèñòåìû
8
>><
>>:

ẋ1 = x1 − x2 + u1,
ẋ2 = x2 + u2,
ẋ3 = 2x3 − x4 + u2,
ẋ4 = 2x4 + u1.

ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà óïðàâëåíèÿ. Ðåøèòå çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáà-
ìè: ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîé è ïàðàëëåëüíîé (÷åëíî÷íîé) äå-
êîìïîçèöèè.

Çàäà÷à 2.34. Ïðîâåäèòå äåêîìïîçèöèþ ñèñòåìû
8
>>>>>><
>>>>>>:

ẋ1 = x2 + x3,

ẋ2 =
1

2
x1 +

3

2
x2 − 1

2
x3 +

1

2
u1 +

1

2
u2,

ẋ3 =
1

2
x1 +

1

2
x2 +

1

2
x3 +

1

2
u1 +

1

2
u2,

ẋ4 = x1 − x2 + x3 + x4 + u2.

ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà óïðàâëåíèÿ. Ðåøèòå çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáà-
ìè: ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîé è ïàðàëëåëüíîé (÷åëíî÷íîé) äå-
êîìïîçèöèè.
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Çàäà÷à 2.35. Íà ïîäâèæíîé òåëåæêå óñòàíîâëåíû äâà ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìàÿòíèêà ñ äëèíàìè l1 è l2. Ïîëîæåíèÿ ìàÿòíèêîâ îïðåäåëå-
íû óãëàìè ϕ1 è ϕ2, îòñ÷èòûâàåìûìè îò âîñõîäÿùåé âåðòèêàëè. Óñêî-
ðåíèå òåëåæêè ïðèìåì çà óïðàâëåíèå. Ñîñòàâüòå ëèíåàðèçîâàííûå
(â îêðåñòíîñòè íåóñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ϕ1 = ϕ2 = 0)
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ïðîàíàëèçèðóéòå óïðàâëÿåìîñòü.

Çàäà÷à 2.36. Íà ïîäâèæíîé òåëåæêå óñòàíîâëåí äâóçâåííûé ìà-
òåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê ñ äëèíàìè çâåíüåâ l1 è l2. Óñêîðåíèå òåëåæêè
ñ÷èòàåòñÿ óïðàâëåíèåì. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ îò âåð-
òèêàëüíîãî íåóñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ïðîàíàëèçèðóéòå
óïðàâëÿåìîñòü.

Çàäà÷à 2.37. Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ îòíîñè-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ ìîäóëÿ â îêðåñòíîñòè îðáèòàëüíîé ñòàíöèè èç
çàäà÷è 1.5. Óðàâíåíèå äëÿ x3 îòùåïëÿåòñÿ îò ñèñòåìû, è äâèæåíèå
â ïëîñêîñòè îðáèòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñèìî îò äâèæåíèÿ
âíå ïëîñêîñòè îðáèòû. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè îðáèòû èìå-
þò âèä

ẍ1 = −2
Ω

r0
ẋ2 + b1u1

ẍ2 = 3Ω2x2 + 2r0Ωẋ1 + b2u2

(2.8)

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå y1 = x1, y2 = x2, y3 = ẋ1, y4 = ẋ2 è çàïè-
øåì óðàâíåíèÿ ïëîñêîãî îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ â ôîðìå Êîøè:

8
>>>>><
>>>>>:

ẏ1 = y3,

ẏ2 = y4,

ẏ3 = −2
Ω

r0
y4 + b1u1,

ẏ4 = 3Ω2y2 + 2Ωr0y3 + b2u2.

(2.9)

Èññëåäîâàòü óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû, èñïîëüçóÿ ëèáî óðàâíåíèÿ
(2.8), ëèáî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ôîðìå (2.9) äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ: à)
óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ïðèëîæåíî ïî íîðìàëè ê îðáèòå (b1 = 0);
á) óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ïðèëîæåíî âäîëü êàñàòåëüíîé ê îðáèòå
(b2 = 0).
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Ãëàâà 3
Ëèíåéíîå îöåíèâàíèå è ñòàáèëèçàöèÿ
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû
Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó

ẋ = Ax + Bu,

z = Hx.
(3.1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (3.1) óïðàâëÿåìà è íàáëþäàåìà, ò.å. âû-
ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåì 2.1 è 2.2.

Îöåíèâàíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ
Àñèìïòîòè÷åñêèé àëãîðèòì îöåíêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû

(3.1) èìååò âèä
˙̃x = Ax̃ + Bu + L(z −Hx̃), (3.2)

ãäå x̃ � n-ìåðíûé âåêòîð îöåíêè ñîñòîÿíèÿ x, L � ïîñòîÿííàÿ ìàòðè-
öà ðàçìåðíîñòè (n×m), ýëåìåíòû êîòîðîé ïîäëåæàò âûáîðó. Ââåäåì
âåêòîð îøèáêè îöåíêè ∆x = x− x̃. Ýòîò âåêòîð óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ

∆ẋ = (A− LH)∆x. (3.3)
Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ñèñòåìà (3.1) íàáëþäàåìà. Òîãäà âñåãäà

ìîæíî âûáðàòü ïîñòîÿííóþ ìàòðèöó L â àëãîðèòìå îöåíèâàíèÿ
(3.2) òàê, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A−LH
ñèñòåìû óðàâíåíèé îøèáîê îöåíêè (3.3) ñîâïàäàë ñ ëþáûì íàïåðåä
çàäàííûì ìíîãî÷ëåíîì n-îé ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè ∆(λ) = λn + β1λ

n−1 + · · ·+ βn−1λ + βn.
Â ÷àñòíîñòè, èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû L ìîæíî

âûáðàòü òàê, ÷òîáû êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìåëè íà-
ïåðåä çàäàííûå îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè. Â ýòîì ñëó÷àå
ñèñòåìà (3.3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, è ïðèòîì ñ ïðîèçâîëüíûì
çàäàííûì çàïàñîì óñòîé÷èâîñòè.

Ïðèìåð 1. Ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé àëãîðèòì îöåíêè
äëÿ ñèñòåìû 8

><
>:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = x1,

z = x1.
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Ðåøåíèå. Íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû î÷åâèäíà. Àëãîðèòì îöåíêè
èìååò âèä (

˙̃x1 = x̃2 + l1(z − x̃1)

˙̃x2 = x̃1 + l2(z − x̃1).

Êîýôôèöèåíòû l1 è l2 ïîäëåæàò âûáîðó. Óðàâíåíèÿ îøèáîê îöåíêè
(

∆ẋ1 = −l1∆x1 + ∆x2,

∆ẋ2 = (1− l2)∆x1.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä
∆(λ) = λ2 + l1λ + l2 − 1 = 0. Çàäàäèì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî-
÷ëåí 2-é ñòåïåíè ϕ(λ) = λ2 + β1λ + β2, ãäå β1, β2 ïðîèçâîëüíû.
Ñðàâíèâàÿ ýòè ìíîãî÷ëåíû, ïîëó÷èì l1 = β1, l2 = β2 + 1. Â ÷àñò-
íîñòè, åñëè β1 > 0, β2 > −1, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé îøèáîê îöåíêè
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Ïðèìåð 2. Ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé àëãîðèòì îöåíêè
äëÿ ñèñòåìû 8

>>><
>>>:

ẋ1 = x1 − x2 + x3,

ẋ2 = x1 + x2 − x3,

ẋ3 = 2x1 − x2,

z = x1.

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû.

A =

0
@

1 −1 1
1 1 −1
2 −1 0

1
A , h> =

�
1 0 0

�
, N =

0
@

1 0 0
1 −1 1
4 1 0

1
A ,

rank N = 3 � ñèñòåìà íàáëþäàåìà. Àëãîðèòì îöåíêè èìååò âèä
8
>><
>>:

˙̃x1 = x̃1 − x̃2 + x̃3 + l1(z − x̃1),

˙̃x2 = x̃1 + x̃2 − x̃3 + l2(z − x̃1),

˙̃x3 = 2x̃1 − x̃2 + l3(z − x̃1).

Óðàâíåíèÿ îøèáîê îöåíêè
8
><
>:

∆ẋ1 = (1− l1)∆x1 −∆x2 + ∆x3,

∆ẋ2 = (1− l2)∆x1 + ∆x2 −∆x3,

∆ẋ3 = (2− l3)∆x1 −∆x2.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä

∆(λ) = λ3 + (l1 − 2)λ2 + (l3 − l2 − l1 − 1)λ + (2− l1 − l2) = 0.
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Çàäàäèì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè
ϕ(λ) = λ3 + β1λ

2 + β2λ + β3. Èç ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì ñèñòåìó
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî l1, l2, l3

l1 − 2 = β1, l3 − l2 − l1 − 1 = β2, 2− l1 − l2 = β3,

îòêóäà
l1 = β1 + 2, l2 = −β1 − β3, l3 = β2 − β3 + 3.

Èíîãäà â êà÷åñòâå ìíîãî÷ëåíà ϕ(λ) ïðèíèìàþò ìíîãî÷ëåí
ϕ(λ) = (λ + λ0)

3, ãäå λ0 > 0 çàäàíî. Â òàêîì ñëó÷àå ñèñòåìà
óðàâíåíèé îøèáîê îöåíêè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ñ çàïàñîì
óñòîé÷èâîñòè λ0, à êîýôôèöèåíòû îöåíèâàòåëÿ ïðèíèìàþò âèä

l1 = 3λ0 + 2, l2 = −3λ0 − λ3
0, l3 = 3λ2

0 − λ3
0 + 3.

Ïðèìåð 3. Ïðîâåñòè äåêîìïîçèöèþ ïî íàáëþäåíèþ è âûÿñíèòü
âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî àëãîðèòìà îöåíèâà-
íèÿ äëÿ ñèñòåìû 8

>>><
>>>:

ẋ1 = x2 − x3,

ẋ2 = x1 − 2x2 − x3,

ẋ3 = −x1 − x3,

z = x1 − x3.

Óêàæèòå, êàêîé çàïàñ óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèé îøèáîê îöåíêè
ìîæíî îáåñïå÷èòü è êàêèå ïðè ýòîì äîëæíû áûòü êîýôôèöèåí-
òû îáðàòíîé ñâÿçè îöåíèâàòåëÿ?

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû.

A =

0
@

0 1 −1
0 −2 −1
−1 0 −1

1
A , h> =

�
1 0 −1

�
, g1 = h, g2 = A>g1 =

0
@

1
1
0

1
A ,

g3 = A>g2 =

0
@

1
−1
−2

1
A , g3 = 2g1 − g2 ⇒ rank N = 2 (3.4)

è ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé.
Ïðîâåðèì âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî îöåíèâà-

òåëÿ. Ïðîâåäåì äåêîìïîçèöèþ ñèñòåìû ïî âåêòîðó íàáëþäåíèÿ. Ñî-
ãëàñíî (3.4), íàáëþäàåìàÿ ïîäñèñòåìà èìååò âèä

ξ̇1 = ξ2,

ξ̇2 = 2ξ1 − ξ2,
z1 = ξ1.
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×òîáû âûäåëèòü íåíàáëþäàåìóþ ÷àñòü, äîïîëíèì ñèñòåìó âåêòîðîâ
{g1, g2} äî áàçèñà âåêòîðîì f1 = (0 2 1)> è íàéäåì ðàçëîæåíèå âåê-
òîðà f2 = A>f1 ïî âåêòîðàì áàçèñà

f2 =

0
@

1
−4
−3

1
A = β1g1 + β2g2 + γ1f1,

ãäå β1 = 1, β2 = 0, γ1 = −2. Òîãäà íåíàáëþäàåìàÿ ïîäñèñòåìà èìååò
âèä

η̇1 = f>1 ẋ = f>1 Ax = (g1 − 2f1)
>x = ξ1 − 2η1.

Ñôîðìèðóåì ëèíåéíûé îöåíèâàòåëü äëÿ íàáëþäàåìîé ïîäñèñòåìû è
çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé îøèáîê îöåíêè:

8
><
>:

∆ξ1 = ∆ξ2 − l1∆ξ1,

∆ξ2 = 2∆ξ1 −∆ξ2 − l2∆ξ1,

∆η1 = ∆ξ1 − 2∆η1.

Âûáåðåì l1, l2 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå îøèáîê îöåíêè íàáëþäàåìîé ïîäñèñòåìû èìåëî âèä
ϕ(λ) =

�
λ + (2 + ε)

�2, ãäå ε > 0. Òîãäà

l1 = −1 + 2(2 + ε), l2 = 2− l1 + (2 + ε)2

, è çàïàñ óñòîé÷èâîñòè íàáëþäàåìîé ÷àñòè ðàâåí 2 + ε. Â ñèëó òåî-
ðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ñèñòåìà
óðàâíåíèé îøèáîê äëÿ íåíàáëþäàåìîé ÷àñòè óñòîé÷èâà ñ çàïàñîì
óñòîé÷èâîñòè λ0 = 2 è àñèìïòîòè÷åñêèé îöåíèâàòåëü äëÿ âñåé ñèñòå-
ìû ñóùåñòâóåò.
Ñòàáèëèçàöèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè íàëè÷èè ïîëíîé

èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè
Ðàññìîòðèì çàêîí óïðàâëåíèÿ â âèäå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè

u(t) = Kx(t), (3.5)

ãäå K � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (s × n). Ñèñòåìà (3.1),
çàìêíóòàÿ óïðàâëåíèåì (3.5), ïðèíèìàåò âèä

ẋ = (A + BK)x. (3.6)

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (3.1) ñòàáèëèçèðóåìà,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà K, ÷òî ïðè óïðàâëåíèè (3.5) òðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.6) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
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Òåîðåìà 3.2. Åñëè ñèñòåìà (3.1) óïðàâëÿåìà, òî îíà ñòàáèëè-
çèðóåìà.

Ïðèìå÷àíèå. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Åñëè ñèñòåìà
ñòàáèëèçèðóåìà, òî ëèáî îíà óïðàâëÿåìà, ëèáî íå ÿâëÿåòñÿ óïðàâ-
ëÿåìîé, íî ïðè ýòîì òðèâèàëüíîå ðåøåíèå íåóïðàâëÿåìîé ïîäñè-
ñòåìû (2.5) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü ñèñòåìà (3.1) ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà. Òî-
ãäà âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ïîñòîÿííóþ ìàòðèöó K â çàêîíå óïðàâ-
ëåíèÿ (3.5) òàê, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû
(A + BK) çàìêíóòîé ñèñòåìû (3.6) ñîâïàäàë ñ ëþáûì íàïåðåä çà-
äàííûì ìíîãî÷ëåíîì n-îé ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè ψ(λ) = λn + γ1λ

n−1 + · · ·+ γn−1λ + γn.
Èç òåîðåìû 3.3 ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû K ìîæíî âûáðàòü

òàêèìè, ÷òîáû êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìåëè íàïå-
ðåä çàäàííûå îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè. Â ýòîì ñëó÷àå
ñèñòåìà (3.6) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, ïðè÷åì ñ ïðîèçâîëüíûì çà-
äàííûì çàïàñîì óñòîé÷èâîñòè.

Ïðèìåð 4. Ïðè íàëè÷èè ïîëíîé èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè ñòà-
áèëèçèðóéòå ñèñòåìó

�
ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1 + u.

Ðåøåíèå.

A =

�
0 1
1 0

�
, b =

�
0
1

�
, W =

�
0 1
1 0

�
.

Î÷åâèäíî, rank W = 2 è ñèñòåìà óïðàâëÿåìà. Ðàññìîòðèì
u = k1x1 + k2x2, Òîãäà

Au =

�
0 1

k1 + 1 k2

�

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû Au èìååò âèä
∆u(λ) = λ2 − k2λ− (k1 + 1). Ñèñòåìà ñòàáèëèçèðóåìà, åñëè k1 < −1,
k2 < 0.

Ïðèìåð 5. Ïðè íàëè÷èè ïîëíîé èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè ñòà-
áèëèçèðóéòå ñèñòåìó

�
ẋ1 = x2 + u,
ẋ2 = −x2.

Ðåøåíèå.

A =

�
0 1
0 −1

�
, b =

�
1
0

�
, W =

�
1 0
0 0

�
.
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Èìååì rank W = 1, ïîýòîìó ñèñòåìà íå óïðàâëÿåìà. Îòìåòèì, ÷òî
óïðàâëÿåìàÿ ïîäñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ïåðåìåííîé x1, à íåóïðàâëÿå-
ìàÿ � ïåðåìåííîé x2. Ïðè ýòîì òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x2 = 0 àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ñòàáèëèçèðóåì óïðàâëÿåìóþ ïîäñèñòåìó ñ ïî-
ìîùüþ óïðàâëåíèÿ u = k1x1

Au =

�
k1 1
0 −1

�
, |Au − λE| = (λ− k1)(λ + 1).

Âèäíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: λ1 = −1
è λ2 = k1. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ñòàáèëèçèðóåìà ïðè k1 < 0.

Îòëè÷èå ïðèìåðà 5 îò ïðèìåðà 4 â òîì, ÷òî â ïðèìåðå 4 ñêîðîñòü
çàòóõàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â çàìêíóòîé ñèñòåìå ñîîòâåòñòâó-
þùèì âûáîðîì êîýôôèöèåíòîâ îáðàòíîé ñâÿçè â óïðàâëåíèè ìîæåò
áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé, à â ïðèìåðå 5 � ýòà ñêîðîñòü
îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé −1.

Ïðèìåð 6. Ïðîâåñòè äåêîìïîçèöèþ è âûÿñíèòü âîçìîæíîñòü
ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû

8
>>><
>>>:

ẋ1 = 2x1 + x2 + 2x3 + u,

ẋ2 = 6x1 + 2x2 + 5x3 + x4,

ẋ3 = −4x1 − x2 − 4x3 − u,

ẋ4 = x1 + x3 − x4.

Êàêîé ìàêñèìàëüíûé çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ìîæíî îáåñïå÷èòü â ñè-
ñòåìå?

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû. Ñîñòàâèì ñèñòåìó
âåêòîðîâ

g1 = b =

0
BB@

1
0
−1
0

1
CCA , g2 = Ag1 =

0
BB@

0
1
0
0

1
CCA , g3 = Ag2 =

0
BB@

1
2
−1
0

1
CCA

Èìååì g3 = α1g1 + α2g2, ãäå α1 = 1, α2 = 2, òàê ÷òî ðàíã ìàòðèöû
óïðàâëÿåìîñòè ðàâåí äâóì è óïðàâëÿåìîñòè íåò. Ïðîâåäåì äåêîìïî-
çèöèþ ñèñòåìû, äëÿ ÷åãî äîïîëíèì ñèñòåìó âåêòîðîâ g1, g2 äî áàçèñà
âåêòîðàìè

f1 =

0
BB@

0
0
1
0

1
CCA , f2 =

0
BB@

0
0
0
1

1
CCA .
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Ïîëó÷èì

Af1 =

0
BB@

2
5
−4
1

1
CCA = β11g1 + β12g2 + γ11f1 + γ12f2,

Af2 =

0
BB@

0
1
0
−1

1
CCA = β21g1 + β22g2 + γ21f1 + γ22f2,

ãäå β11 = 2, β12 = 5, γ11 = −2, γ12 = 1, β21 = 0, β22 = 1, γ21 = 0,
γ22 = −1.

Äåêîìïîçèðîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä
(

ξ̇1 = ξ2 + 2η1 + 5η2 + u,

ξ̇2 = ξ1 + 2ξ2 + η2,(
η̇1 = −2η1 + η2,

η̇2 = −η2.

Íåóïðàâëÿåìàÿ ïîäñèñòåìà óñòîé÷èâà (êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ðàâíû λ1 = −2, λ2 = −1). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñòàáè-
ëèçèðîâàòü âñþ ñèñòåìó. Ïðè ýòîì âûáîðîì êîýôôèöèåíòîâ îáðàò-
íîé ñâÿçè âèäà u = k1ξ1 +k2ξ2 ìîæíî îáåñïå÷èòü çàïàñ óñòîé÷èâîñòè
0 < λ0 < 1.
Ñòàáèëèçàöèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî îöåíêå âåêòîðà

ñîñòîÿíèÿ
Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ çàêîíà óïðàâëåíèÿ â âèäå (3.5) íåîáõîäèìà

èíôîðìàöèÿ î âñåõ êîìïîíåíòàõ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x(t), êîòîðûé â
îáùåì ñëó÷àå íå äîñòóïåí äëÿ èçìåðåíèÿ. Â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè
èìååòñÿ ëèøü âåêòîð z(t) = Hx(t), èñïîëüçóÿ êîòîðûé ìîæíî ïî-
ñòðîèòü îöåíêó x̃(t) âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x ñîãëàñíî àëãîðèòìó (3.2).

Èñïîëüçóåì â çàêîíå óïðàâëåíèÿ (3.5) âìåñòî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ
åãî îöåíêó

u = Kx̃(t). (3.7)
Ïðèìå÷àíèå. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî íå ïðîâîäèòü

îöåíêó âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, à â çàêîíå óïðàâëåíèÿ (3.7) èñïîëüçî-
âàòü íåïîñðåäñòâåííî èçìåðåíèå z(t), ò.å. u(t) = Kz(t). Òàêîé çà-
êîí óïðàâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ.
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Ïðèìåð 7. Ñòàáèëèçèðîâàòü ñèñòåìó
8
><
>:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −2x1 + 3x2 + u,

z = x1 + x2.

Ðåøåíèå. Ñôîðìèðóåì óïðàâëåíèå u = k1z. Õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû ïðèìåò âèä
∆(λ) = λ2 − (3 + k1)λ + 2 − k1 = 0. Åñëè âûáðàòü k1 < −3, òî
çàìêíóòàÿ ñèñòåìà áóäåò óñòîé÷èâîé.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïàðà (A, B) � óïðàâëÿåìà, à ïàðà (A, H)
� íàáëþäàåìà. Òîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íóþ îöåí-
êó âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà (3.2).

Ñèñòåìà (3.1), çàìêíóòàÿ óïðàâëåíèåì (3.7), ïðèíèìàåò âèä

ẋ = Ax + BKx̃, (3.8)

à àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ

˙̃x = Ax̃ + BKx̃ + L(z −Hx̃). (3.9)

Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ
â çàìêíóòîé ñèñòåìå, èìååò ðàçìåðíîñòü 2n è îïðåäåëÿåòñÿ ñîâîêóï-
íîñòüþ óðàâíåíèé (3.8),(3.9). Ýòó ñèñòåìó óäîáíåå ïðåäñòàâèòü â ïå-
ðåìåííûõ x è ∆x = x− x̃:

(
ẋ = (A + BK)x−BK∆x,

∆ẋ = (A− LH)∆x.
(3.10)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (3.10) èìååò âèä

∆(λ) = det[λE − (A + BK)] det[λE − (A− LH)]

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
(3.3) è (3.6).

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìàìè 3.1 è 3.3 âûáîð ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèö K è L ìîæíî îñóùåñòâèòü íåçàâèñèìî.

Ïðèìåð 8. Ñòàáèëèçèðóéòå ñèñòåìó
�

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x2 + u,

z = x1

ïðè ïîìîùè óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî îöåíêå âåêòîðà ñî-
ñòîÿíèÿ.
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Ðåøåíèå. Çàïèøåì ñèñòåìó â ìàòðè÷íîì âèäå:

A =

�
0 1
0 −1

�
, b =

�
0
1

�
, hT =

�
1 0
�
.

Èññëåäóåì íàáëþäàåìîñòü è óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû:

W =

�
0 1
1 −1

�
, N =

�
1 0
0 1

�
, rank W = rank N = 2,

òî åñòü ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé è íàáëþäàåìîé. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ ïî-
ìîùüþ îáðàòíîé ñâÿçè ïî îöåíêå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Ñòðîèì óïðàâ-
ëåíèå â âèäå u = k1x̃1 + k2x̃2.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäñèñòåì:

∆1(λ) = det[λE − (A + bk>)] = λ2 + (1− k2)λ− k1 = 0,

∆2(λ) = det[λE − (A− lh>)] = λ2 + (1 + l1)λ + l1 + l2 = 0.

Âûáîðîì êîýôôèöèåíòîâ k1, k2 è l1, l2 ìîæíî îáåñïå÷èòü ëþáûå íà-
ïåðåä çàäàííûå êîðíè ýòèõ óðàâíåíèé.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè

k1 < 0, k2 < 1, l1 > −1, l1 + l2 > 0

ýòè êîðíè áóäóò èìåòü îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, ÷òî
îáåñïå÷èâàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü óðàâíåíèé îøèáîê
îöåíêè è ñòàáèëèçàöèþ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû.

Â äàííîì ïðèìåðå çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè ìîæíî òàêæå ðåøèòü
ñ ïîìîùüþ óïðàâëåíèÿ, ïîñòðîåííîãî â âèäå u = k1z = k1x1, ãäå
k1 < 0.

Ïðèìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà íåò óïðàâëÿåìîñòè ïàðû (A, B)
è íàáëþäàåìîñòè ïàðû (A, H), ñòàáèëèçàöèÿ ñèñòåìû ïî îöåíêå
òîæå âîçìîæíà, åñëè ìàòðèöû íåóïðàâëÿåìîé è íåíàáëþäàåìîé
ïîäñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ãóðâèöåâûìè (óñòîé÷èâûìè).

Ïðèìåð 9. Ïðîâåñòè äåêîìïîçèöèþ ñèñòåìû ïî óïðàâëåíèþ è
ïî íàáëþäåíèþ è âûÿñíèòü âîçìîæíîñòü ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû
ïî îöåíêå

ẋ1 = −x1 + 2x2 + x3 + u

ẋ2 = 3x2 + 2x3 + u

ẋ3 = −x1 − 2x2 − 3x3 − u

z = 2x2 + x3.

Êàêîé çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ìîæíî îáåñïå÷èòü â ñèñòåìå?
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Ðåøåíèå. Ðàíã ìàòðèöû óïðàâëÿåìîñòè è ìàòðèöû íàáëþäàå-
ìîñòè äàííîé ñèñòåìû ðàâåí äâóì (ïðîâåðüòå!). Ïðîâåäåì äåêîìïî-
çèöèþ ñèñòåìû, äëÿ ÷åãî äîïîëíèì ñèñòåìó âåêòîðîâ

g1 = b =

0
@

1
1
−1

1
A , g2 = Ag1 =

0
@

0
1
0

1
A

äî áàçèñà âåêòîðîì f1 = (0, 0, 1)>.

g3 = Ag2 =

0
@

2
3
−2

1
A = α1g1 + α2g2, α1 = 2, α2 = 1,

Af1 =

0
@

1
2
−3

1
A = β1g1 + β2g2 + γ1f1, β1 = 1, β2 = 1, γ1 = −2

è äåêîìïîçèðîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä
8
><
>:

ξ̇1 = 2ξ2 + η1 + u

ξ̇2 = ξ1 + ξ2 + η1

η̇1 = −2η1

Êàê âèäèì, íåóïðàâëÿåìàÿ ïîäñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, è ïðè
íàëè÷èè ïîëíîé èíôîðìàöèè âûáîðîì óïðàâëåíèÿ u = k1ξ1 + k2ξ2

ìîæíî ñòàáèëèçèðîâàòü âñþ ñèñòåìó ñ çàïàñîì óñòîé÷èâîñòè λ0 ≤ 2.
Ïðîâåäåì äåêîìïîçèöèþ ñèñòåìû ïî âåêòîðó èçìåðåíèé.

g>1 = h> = (0 2 1), g>2 = g>1 A = (−1 4 1),

g>3 = g>2 A = (0 8 4) = 4g>1 .

f>1 = (1 0 0), f>1 A = (−1 2 1) = g>1 − f>1 .

Äåêîìïîçèðîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä
8
>><
>>:

ζ̇1 = ζ2 + u,

ζ̇2 = 4ζ1 + 2u,

θ̇1 = ζ1 − θ1 + u, z = ζ1.

Óðàâíåíèÿ îøèáîê îöåíêè èìåþò âèä
8
>><
>>:

∆ζ̇1 = ∆ζ2 − l1∆ζ1,

∆ζ̇2 = 4∆ζ1 − l2∆ζ1,

∆θ̇1 = ∆ζ1 −∆θ1.
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Âûáîðîì êîýôôèöèåíòîâ l1, l2 ìîæíî îáåñïå÷èòü óñòîé÷èâîñòü óðàâ-
íåíèé îøèáîê îöåíêè ñ çàïàñîì óñòîé÷èâîñòè λ0 ≤ 1.

Côîðìèðóåì óïðàâëåíèå ïî îöåíêå. Òîãäà

u = k1(ξ1 + ∆ξ1) + k2(ξ2 + ∆ξ2).

Ïîñêîëüêó ∆ξi = ci1∆ζ1 + ci2∆ζ2 + ci3∆θ1, âûáîðîì k1 è k2 ìîæíî
ñòàáèëèçèðîâàòü ñèñòåìó ñ çàïàñîì óñòîé÷èâîñòè λ0 ≤ 1.

3.1. Àñèìïòîòè÷åñêèé àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ
Çàäà÷à 3.1. Ïîñòðîéòå àñèìïòîòè÷åñêèé àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ

âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñèñòåì èç çàäà÷è 2.3.
Çàäà÷à 3.2. Ïîñòðîéòå àñèìïòîòè÷åñêèé àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ

âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñèñòåì èç çàäà÷è 2.5 (ïï. à)�å)).
Çàäà÷à 3.3. Ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìà-

òè÷åñêèé ìàÿòíèê ñ äëèíîé ïîäâåñà l è ìàññîé ãðóçà m, òî÷êà ïîäâåñà
êîòîðîãî ïåðåìåùàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíî ñ óñêîðåíèåì w = const.

à) Íàéäèòå ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå.
á) Âûïèøèòå ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ îò ñòà-

öèîíàðíîãî äâèæåíèÿ.
â) Ïðîâåðüòå ïîëíóþ íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû è ïîñòðîéòå àñèìï-

òîòè÷åñêèé àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ îòêëîíåíèé äëÿ äâóõ ñëó-
÷àåâ: 1) èçìåðÿåòñÿ óãîë îòêëîíåíèÿ îò âåðòèêàëè ìàÿòíèêà;
2) èçìåðÿåòñÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìàÿòíèêà.

Çàäà÷à 3.4. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà èç çàäà÷è 3.3 ïî-
ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ, åñëè:

à) èçìåðÿåòñÿ óãîë îòêëîíåíèÿ îò âåðòèêàëè ìàÿòíèêà c ïîñòîÿí-
íîé, çàðàíåå íå èçâåñòíîé îøèáêîé èçìåðåíèÿ ϕ0 = const.

á) èçìåðÿåòñÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìàÿòíèêà c ïîñòîÿííîé, çàðàíåå
íå èçâåñòíîé îøèáêîé èçìåðåíèÿ γ0 = const.

Çàäà÷à 3.5. Ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåâåð-
íóòûé ìàÿòíèê, óñòàíîâëåííûé íà òåëåæêå, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî-
ñòóïàòåëüíî ñ óñêîðåíèåì w = const.

1) Íàéäèòå ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå ϕ = ϕs,ϕ̇ = 0.
2) Âûïèøèòå ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ îò ñòà-

öèîíàðíîãî äâèæåíèÿ.
3) Ïðîâåðüòå óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé â îòêëîíåíèÿõ

îò ñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîãî óïðàâëÿ-
þùåãî óñêîðåíèÿ.
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4) Ïðè íàëè÷èè îäíîãî èçìåðåíèÿ z = ϕ èëè z = ϕ̇ ïðîâåðüòå
ïîëíóþ íàáëþäàåìîñòü è ïîñòðîéòå àñèìïòîòè÷åñêèé àëãîðèòì îöå-
íèâàíèÿ îòêëîíåíèé îò ñòàöèîíàðíîãî ïîëîæåíèÿ.

Ïðîâåðèòü íàáëþäàåìîñòü è ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé àëãî-
ðèòì îöåíèâàíèÿ, åñëè

à) èçìåðÿåòñÿ óãîë îòêëîíåíèÿ îò âåðòèêàëè c ïîñòîÿííîé, çàðà-
íåå íå èçâåñòíîé îøèáêîé èçìåðåíèÿ ϕ0 = const.

á) èçìåðÿåòñÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìàÿòíèêà c ïîñòîÿííîé, çàðàíåå
íå èçâåñòíîé îøèáêîé èçìåðåíèÿ γ0 = const.

Çàäà÷à 3.6. Ïîñòðîéòå àñèìïòîòè÷åñêèé àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ
äëÿ ñèñòåìû ...

x − ẍ− ẋ + 2x = 0,

z = 2ẋ + 3x.

Çàäà÷à 3.7. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèé
çàïàñ óñòîé÷èâîñòè äëÿ îøèáêè îöåíêè ïåðåìåííîé x è åå ïåðâûõ
äâóõ ïðîèçâîäíûõ ðàâíûì λ0 = 1.

...
x − 3ẍ− ẋ + 3x = 0,

z = 2ẋ− 2x.

Çàäà÷à 3.8. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ, äëÿ êîòîðîãî õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé îøèáêè îöåíêè èìå-
ëî áû âèä (λ + 3)(λ + 1)(λ + 2) = 0.

...
x + 3ẍ− ẋ− 3x = 0,

z = ẋ + 2x.

3.2. Ñòàáèëèçàöèÿ ïðè ïîìîùè óïðàâëåíèÿ
â âèäå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñî-
ñòîÿíèþ

Çàäà÷à 3.9. Ñòàáèëèçèðóéòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû

a)
�

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1 + u,

á)
�

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x1 + u,

â)
�

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x2 + u,

ã)
�

ẋ1 = x2 + u,
ẋ2 = −x2,

åñëè èçâåñòåí âåêòîð ñîñòîÿíèÿ.
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Çàäà÷à 3.10. Îïðåäåëèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ïðè
u = 0 �

ẏ1 = (1− sin y1) sin y2,
ẏ2 = (1− sin y2) sin y1 + u.

Ëèíåàðèçóéòå ñèñòåìó óðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè òî÷åê ðàâíîâåñèÿ.
Ñòàáèëèçèðóéòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, åñëè èçâåñòåí âåêòîð ñîñòî-
ÿíèÿ y.

Çàäà÷à 3.11. Îïðåäåëèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ïðè
u = 0 �

ẏ1 = (1− cos y1) cos y2,
ẏ2 = (1− cos y2) cos y1 + u.

Ëèíåàðèçóéòå ñèñòåìó óðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè òî÷åê ðàâíîâåñèÿ.
Ñòàáèëèçèðóéòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, åñëè èçâåñòåí âåêòîð ñîñòî-
ÿíèÿ y.

Çàäà÷à 3.12. Ñòàáèëèçèðóéòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû
�

ẋ1 = x1 − 2x2 + u
ẋ2 = εx1 − 2x2.

Îïðåäåëèòå êîýôôèöèåíòû îáðàòíîé ñâÿçè K(ε) â çàâèñèìîñòè îò ε.
Çàäà÷à 3.13. Ñòàáèëèçèðóéòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû

�
ẋ1 = x1 − x2 + u,
ẋ2 = εx1 − x2 + u.

Îïðåäåëèòå êîýôôèöèåíòû îáðàòíîé ñâÿçè K(ε) â çàâèñèìîñòè îò ε.
Çàäà÷à 3.14. Ñòàáèëèçèðóéòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû

à)

8
<
:

ẋ1 = 2x1 + x2,
ẋ2 = 2x2 + u,
ẋ3 = x3 + u,

á)

8
<
:

ẋ1 = 2x1 + u,
ẋ2 = x2 + x3,
ẋ3 = x3 + u,

â)
�

ẋ1 = −x1,
ẋ2 = −x1 + x2 + u,

åñëè èçâåñòåí âåêòîð ñîñòîÿíèÿ.
Çàäà÷à 3.15. Ñòàáèëèçàöèÿ äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà ïî

òðàññå. Óðàâíåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà â îòêëîíåíèÿõ ∆V = v − V0,
∆x = x − V0t îò ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ, ñîñòîÿùåãî â äâèæåíèè ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ âäîëü îñè àáñöèññ, èìåþò âèä (çàäà÷à 1.10)

8
>>>><
>>>>:

∆̇x = ∆V,

∆̇V = −∆V + uS ,
ẏ = V0α + k0ω,
α̇ = ω,

ω̇ = −k3(1 + k2
k1

V0)ω + k3
k1

uD.
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Äàííàÿ ñèñòåìà ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû. Ïåð-
âûå äâà óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ïðîäîëüíîå äâèæåíèå ðîáîòà. Âòîðóþ
ïîäñèñòåìó îáðàçóþò òðè ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïîïå-
ðå÷íîå è óãëîâîå äâèæåíèå, îíè ïðè îòñóòñòâèè óïðàâëåíèÿ íåóñòîé-
÷èâû.

Ïðîâåðüòå óïðàâëÿåìîñòü âòîðîé ïîäñèñòåìû ïî óïðàâëåíèþ uD,
ïîëàãàÿ V = const. Ïîñòðîéòå çàêîí óïðàâëåíèÿ âòîðîé ïîäñèñòåìîé
â âèäå uD = kεy + kωω, îáåñïå÷èâàþùèé àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷è-
âîñòü åå íóëåâîãî ðåøåíèÿ. Óêàæèòå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ïðî-
ñòðàíñòâå kε, kω.

Çàäà÷à 3.16. Íàéäèòå ñòàöèîíàðíûé óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ äëÿ
ñèñòåìû ÿ+ ẏ = w, åñëè çàäàíî æåëàåìîå äâèæåíèå yc = t, t ∈ [0,∞),
è ðåñóðñû óïðàâëåíèÿ {0 ≤ w(t) ≤ 2}. Îïðåäåëèòå óñòîé÷èâîñòü
ýòîãî äâèæåíèÿ ïðè w ≡ 0. Ïðîâåðüòå óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé â îòêëîíåíèÿõ îò æåëàåìîãî äâèæåíèÿ. Ïðè íàëè÷èè îäíîãî
èçìåðèòåëüíîãî óñòðîéñòâà z = y èëè z = ẏ ïîñòðîéòå àñèìïòîòè÷å-
ñêèé àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ îòêëîíåíèé x1 = y − t, x2 = ẏ − 1.

3.3. Ñòàáèëèçàöèÿ ïðè íåïîëíîé èíôîðìà-
öèè î ñîñòîÿíèè

Çàäà÷à 3.17. Ñòàáèëèçèðóéòå ñèñòåìó

à)

8
<
:

ẋ1 = −x2,
ẋ2 = x2 − u,
z = x1.

á)

8
<
:

ẋ1 = −x2,
ẋ2 = −2x1 − 3x2 − u,
z = 4x1 + x2.

ïðè ïîìîùè óïðàâëåíèÿ ñî ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî èçìåðå-
íèþ. Êàêèì óñëîâèÿì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü êîýôôèöèåíò îáðàòíîé
ñâÿçè â çàêîíå óïðàâëåíèÿ?

Çàäà÷à 3.18. Ñòàáèëèçèðóéòå ñèñòåìó
8
<
:

ẋ1 = −x2,
ẋ2 = x1 + u,
z = x1.

ïðè ïîìîùè óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî îöåíêå âåêòîðà ñîñòî-
ÿíèÿ.

Çàäà÷à 3.19. Ñòàáèëèçèðóéòå ñèñòåìó
8
>><
>>:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1 + x2 + x3 + u,
ẋ3 = x1 − x3,
z = x1 + x3.
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ïðè ïîìîùè óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî îöåíêå âåêòîðà ñîñòî-
ÿíèÿ.

Çàäà÷à 3.20. Ñòàáèëèçèðóéòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû,
îïèñûâàåìîé äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà

à)
ẍ− ẋ− 2x = u,

z = x,
á)

ẍ− ẋ− 2x = u,

z = x + ẋ,

â)
ẍ + 2ẋ− x = u,

z = x− ẋ,
ã)

ẍ + ẋ− 2x = u,

z = 2x− ẋ,

ïî îöåíêå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ (x, ẋ).
Çàäà÷à 3.21. Çàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû, îïèñûâà-

åìîé äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì òðåòüåãî ïîðÿäêà
...
x + 6ẍ + 11ẋ + 6x = u̇ + 3u, z = 3x + ẋ,

â ôîðìå Êîøè è ñòàáèëèçèðóéòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Êàêîé çàïàñ
óñòîé÷èâîñòè ìîæíî îáåñïå÷èòü â ýòîé ñèñòåìå?

Çàäà÷à 3.22. Ñòàáèëèçèðóéòå ñèñòåìó

à)

8
><
>:

ẋ1 = x1 + x2,

ẋ2 = −x2 + u,

z = 2x1 + x2 + r

á)

8
><
>:

ẋ1 = 2x1 − 2x2 + u,

ẋ2 = 2x1 − 3x2 + u,

z = x1 + x3 + r.

â)

8
><
>:

ẋ1 = 2x1 − 2x2 + u,

ẋ2 = 2x1 − 3x2 + u,

z = 2x1 − x2 + r.

ã)

8
><
>:

ẋ1 = 2x1 − 3x2 + u,

ẋ2 = x1 − 2x2,

z = x1 − x2 + r.

ä)

8
><
>:

ẋ1 = x1 + x2 + u,

ẋ2 = 2x1 + u,

z = x1 + r.

ïðè ïîìîùè óïðàâëåíèÿ ïî îöåíêå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Çäåñü
r = const � íåèçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ îøèáêà èçìåðåíèÿ.

Çàäà÷à 3.23. Ñòàáèëèçèðóéòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ α̇ = 0,
α = 0 ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòî-
ðîãî ïîðÿäêà

à)
α̈− α = u,

z = α + α̇ + r,
á)

α̈− α̇− 2α = u,

z = α + α̇ + r.

Çäåñü r � íåèçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ îøèáêà èçìåðåíèÿ.
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Çàäà÷à 3.24. Â çàäà÷å 3.16 îñóùåñòâèòå ëèíåéíûé ñèíòåç ðåãó-
ëÿòîðà è ïîñòðîéòå ïîëíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ÓÄÑ. Íàéäèòå
óñëîâèÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòè æåëàåìîãî äâèæåíèÿ.

Çàäà÷à 3.25. Ïðîâåäèòå äåêîìïîçèöèþ è âûÿñíèòå âîçìîæíîñòü
ñòàáèëèçàöèè ïî îöåíêå äëÿ ñèñòåìû

à)

8
><
>:

ẋ1 = −4x1 + 5x2 + u

ẋ2 = −3x1 + 4x2 + u

z = 3x1 − 5x2.

á)

8
><
>:

ẋ1 = −6x1 + 7x2 + u

ẋ2 = −4x1 + 5x2 + u

z = 4x1 − 7x2.

â)

8
><
>:

ẋ1 = x1 − x2 + u

ẋ2 = −3x1 − x2 − u

z = 3x1 − x2.

ã)

8
><
>:

ẋ1 = 2x1 + x2 + u

ẋ2 = −4x1 − 3x2 − u

z = 4x1 + x2.

Êàêóþ ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè ìîæíî îáåñïå÷èòü â äàííîé ñèñòåìå?
Çàäà÷à 3.26. Ïðîâåäèòå äåêîìïîçèöèþ è âûÿñíèòå âîçìîæíîñòü

ñòàáèëèçàöèè ïî îöåíêå äëÿ ñèñòåìû

à)

8
>>>>><
>>>>>:

ẋ1 = 2x1 + x2 + x3 + u

ẋ2 = 2x1 + 3x2 + x3

ẋ3 = −3x1 − x2 − 3x3 − u

z = 4x2 − 2

5
x3

á)

8
>>><
>>>:

ẋ1 = −2x1 + 3x2 + x3 + u

ẋ2 = 4x2 + 3x3 + u

ẋ3 = −x1 − 3x2 − 4x3 − u

z = 7x2 + 3x3.

Êàêóþ ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè ìîæíî îáåñïå÷èòü â äàííîé ñèñòåìå?
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Ãëàâà 4
Îïòèìàëüíîå îöåíèâàíèå â
ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ
Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è âåêòîðû. Èõ õàðàêòåðèñòèêè
Äèñêðåòíàÿ ñêàëÿðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàåòñÿ ìíîæå-

ñòâîì åå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé Ω = {xi} è ìíîæåñòâîì âåðîÿòíîñòåé
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáûòèé P{X = xi} = {pi} ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêèP

pi = 1, ãäå ÷åðåç P{. . . } îáîçíà÷åíà âåðîÿòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ñîáûòèÿ.

Íåïðåðûâíàÿ ñêàëÿðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì åå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé Ω = R è ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé Fx(x) = P (X ≤ x). Â äàëüíåéøåì, åñëè íåâîçìîæíà
ïóòàíèöà, ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó è ïðèíèìàåìûå åé çíà÷åíèÿ áóäåì
îáîçíà÷àòü îäíîé áóêâîé x.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
äèôôåðåíöèðóåìà, òî ôóíêöèåé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íàçûâà-
åòñÿ ôóíêöèÿ

px(x) =
dFx

dx
.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëî-
âûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, íàçûâàåìûå ìîìåíòàìè. Â êîð-
ðåëÿöèîííîé òåîðèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðâûå äâà ìîìåíòà: ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå è êîâàðèàöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì èëè ñðåäíèì
çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

µx =

Z
xpx(x) dx, µx =

X
xipi.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Öåíòðèðîâàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íà-
çûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ◦

x= x− µx.
Îïðåäåëåíèå 4.4. Äèñïåðñèåé ñêàëÿðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Dx = M
h◦
x

2i
=

Z
(x− µx)2px(x) dx, Dx =

X
(xi − µx)2pi.
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Îïðåäåëåíèå 4.5. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì (ÑÊÎ)
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ σx =

√
Dx.

Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x, y, òî îíè çà-
äàþòñÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè pxy(x, y), çàâèñÿùåé îò
äâóõ àðãóìåíòîâ. Õàðàêòåðèñòèêè x îïðåäåëÿþòñÿ ïî pxy(x, y) ñî-
ãëàñíî ôîðìóëàì

px(x) =

Z
pxy(x, y) dy, F (x) = Fxy(x,∞),

µx =

Z Z
xpxy(x, y) dx dy, Dx =

Z Z
(x− µx)2pxy(x, y) dx dy.

Îïðåäåëåíèå 4.6. Åñëè pxy(x, y) = px(x)py(y), òî ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû x, y íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Îïðåäåëåíèå 4.7. Êîâàðèàöèåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí x è y íà-
çûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

Kxy = M [
◦
x
◦
y] =

Z Z
(x− µx)(y − µy)pxy(x, y) dx dy.

Îïðåäåëåíèå 4.8. Êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí x è y íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ρxy =
Kxy

σxσy

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè, åñëè
ρxy = 0.

Åñëè x è y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî îíè íåêîððå-
ëèðîâàíû. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Êîýôôèöèåíò êîððå-
ëÿöèè ñëóæèò ìåðîé ëèíåéíîé ñâÿçè, ïîýòîìó èç íåêîððåëèðîâàííî-
ñòè x è y ñëåäóåò òîëüêî òî, ÷òî ìåæäó íèìè îòñóòñòâóåò ëèíåéíàÿ
ñâÿçü.

Îïðåäåëåíèå 4.9. Ñëó÷àéíûì n-ìåðíûì âåêòîðîì
x = (x1, . . . xn)T íàçûâàåòñÿ âåêòîð, êàæäàÿ èç êîìïîíåíò
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Îïðåäåëåíèå 4.10. Êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Px (ìàò-
ðèöåé êîâàðèàöèè) ñëó÷àéíîãî âåêòîðîì x íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà
Px = M [

◦
x
◦
x
>

] .
Ïðèìå÷àíèå. Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

x ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííîé.

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
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Ðàññìîòðèì ïåðåîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

z = Hx, (4.1)

ãäå x � n−ìåðíûé âåêòîð, ïîäëåæàùèì îïðåäåëåíèþ; z � èçâåñòíûé
m−ìåðíûé âåêòîð (âåêòîð èçìåðåíèÿ); èçâåñòíàÿ ìàòðèöà H èìååò
ðàçìåðíîñòü m × n. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, çàäà÷à íàáëþäàåìà (íåâûðîæ-
äåíà), òî åñòü ÷òî m ≥ n, ïðè÷åì H èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã, òàê
÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4.1) ëèáî îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà,
ëèáî íåñîâìåñòíà.

Îöåíêà x̃ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) ñòðîèòñÿ íà
îñíîâå ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà

‖z −Hx‖2 = (z −Hx)>(z −Hx) → min
x

(4.2)

Ìèíèìèçàöèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ðåøåíèÿ ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâ-
íåíèé H>Hx = H>z, è â ïðåäïîëîæåíèè íåâûðîæäåííîñòè ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå [1], [16]:

x̃ = (H>H)−1H>z = H+z.

Ìàòðèöà H+ = (H>H)−1H> íàçûâàåòñÿ ïñåâäîîáðàòíîé. Ìàòðèöà
H>H íåâûðîæäåíà, ïîñêîëüêó H èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã. Çàìå-
òèì, ÷òî â ñëó÷àå m = n ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà ñîâïàäàåò ñ îáðàò-
íîé.

ÌÍÊ ìîæíî ïðèäàòü ñòîõàñòè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, ïåðåïèñàâ
(4.1) â âèäå z = Hx + r, ãäå x � íåèçâåñòíûé íåñëó÷àéíûé âåêòîð,
à r � ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ íóëåâûì ìàòîæèäàíèåì è èçâåñòíîé êîâà-
ðèàöèîííîé ìàòðèöåé R > 0. Òîãäà ëèíåéíàÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà
x ñ ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèåé è ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèñïåðñèÿ îøèáêè
îöåíêè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè [1]

x̃ = (H>R−1H)−1H>R−1z, P∆x = M [∆x∆x>] = (H>R−1H)−1

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå R = E ïîëó÷àåì ÌÍÊ. Ïðè÷åì â ïðåäïîëîæå-
íèè íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ r êðèòåðèé (4.2) ñîâïàäàåò ñ ìåòî-
äîì ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ (ÌÌÏ). Ðàññìîòðåííóþ ïîñòàíîâêó
èíîãäà áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûì ÌÍÊ.

Íåëèíåéíûé ÌÍÊ
Ìíîãèå çàäà÷è ÌÍÊ ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè. Ðàññìîòðèì èçìå-

ðåíèÿ z = h(x) + r, ãäå h(x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, r � ïîãðåøíîñòü
èçìåðåíèÿ ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé äèñïåðñèé M [rr>] = E. Òîãäà â
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ïðåäïîëîæåíèè íîðìàëüíîñòè r åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ìå-
òîäà ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

‖z − h(x)‖ → min
x

,

êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü íåëèíåéíîé çàäà÷åé ÌÍÊ. Îäèí èç ñïî-
ñîáîâ åå ðåøåíèÿ � èòåðàöèîííûé ÌÍÊ, ñîñòîÿùèé â ñëåäóþùåì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîå àïðèîðíîå çíà÷åíèå x èçâåñòíî, îáî-
çíà÷èì åãî x̃−. Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèÿ èçìåðåíèé â îêðåñòíîñòè x̃−,
ââîäÿ îøèáêó ∆x = x− x̃−, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∆z = z − h(x̃−) = H∆x + r + o(∆x)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íîâîå óðàâíåíèå
èçìåðåíèé. Îíî ëèíåéíî ïî ∆x, íî ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé ñîäåð-
æèò äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí, êîððåëèðóþùèé ñ r. Ñ÷èòàÿ äëÿ ïðîñòî-
òû, ÷òî ýòèì ÷ëåíîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (õîòÿ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
äàííîå äîïóùåíèå ïðèâîäèò ê ñìåùåííîñòè îöåíêè), ïîëó÷èì ðåøå-
íèå ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ÌÍÊ â âèäå

f∆x = (H>R−1H)−1H>R−1∆z

Òîãäà óòî÷íåííóþ îöåíêó x ìîæíî çàïèñàòü â âèäå x̃+ = x̃− + f∆x.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ÌÍÊ ñòîëü æå
áûñòðà, êàê è ó ìåòîäà Íüþòîíà.

Ïðèâåäåííûå íèæå äâà ïðèìåðà ïîêàçûâàþò, ÷òî äàæå â íåëè-
íåéíûõ çàäà÷àõ íå âñåãäà òðåáóþòñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû.

Ïðèìåð 1. Çàäà÷à ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè [?].
Â óïðîùåííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè ñîñòî-

èò â îïðåäåëåíèè êîîðäèíàò x ∈ R3 ïðèåìíèêà ïî èçìåðåíèÿì
êâàäðàòîâ äàëüíîñòåé ρ′2s äî S ñïóòíèêîâ ñ êîîðäèíàòàìè rs ∈ R3,
s = 1, . . . , S, êîòîðûå çàïèøåì â âèäå:

ρ′2s = ρ2
s + δρ2

s, ρs = ‖rs − x‖ (4.3)

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå èçìåðåíèÿ êâàäðàòà äàëüíî-
ñòè èìåþò îäèíàêîâóþ ñëó÷àéíóþ ïîãðåøíîñòü δρ2

s è íåêîððåëèðî-
âàíû. Çàäà÷à íåëèíåéíà, è íóæäàåòñÿ â óòî÷íåíèè ïîíÿòèÿ íàáëþ-
äàåìîñòè.

Çàäà÷à ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè (4.3) íàçûâàåòñÿ íàáëþäàåìîé,
åñëè ïî ρ′2s , s = 1, . . . , S ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ïî êðàéíåé
ìåðå ëîêàëüíî) îïðåäåëèòü x.
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Çàäà÷à 4.1. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëîêàëüíîé íàáëþäàåìîñòè çàäà-
÷è íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòîðû x, r1, . . . , rS íå ëåæàëè
â îäíîé ïëîñêîñòè. Â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìî S ≥ 3.

Äëÿ äàëüíåéøåãî çàïèøåì ρ2
s = (rs−x)>(rs−x) = r>s rs+x>x−2r>s x,

îòêóäà ïîëó÷èì

2r>s x = r2
s + x2 − ρ2

s = r2
s + x2 − ρ′2s + δρ2

s

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ x2 = x>x, r2
s = r>s rs. Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî

ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå

Hx− z − x21S = δz,

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

H =

0
BB@

2r>1
2r>2
...

2r>S

1
CCA , z =

0
BB@

r2
1 − ρ′21

r2
2 − ρ′22

...
r2

S − ρ′2S

1
CCA , δz =

0
BB@

δρ2
1

δρ2
2

...
δρ2

S

1
CCA , 1S =

0
BB@

1
1
...
1

1
CCA .

Çàìå÷àíèå. Èç âèäà ìàòðèöû H ñëåäóåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåâû-
ðîæäåííîñòè çàäà÷è ÌÍÊ, èëè, ÷òî òî æå, ëîêàëüíîé íàáëþäàå-
ìîñòè çàäà÷è ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè: âåêòîðû r1, . . . , rS íå äîëæ-
íû ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé.

Çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ x åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü êàê íåëèíåéíóþ çà-
äà÷ó ÌÍÊ

‖Hx− z − x21S‖ → min
x

.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÌÍÊ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, è ìîæåò áûòü
ðåøåíà èòåðàöèîííî. Îäíàêî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíî àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî îöåíêà x2, ðàâíàÿ fx2, óæå ïîëó÷åíà, è ðàññìîòðèì çàäà÷ó
îïðåäåëåíèÿ x̃ ïðè èçâåñòíîì fx2. Ýòî ëèíåéíàÿ çàäà÷à ÌÍÊ. Ñèñòå-
ìà íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò âèä

2

"X
s

rsr
>
s

#
x =

X
s

rs(r
2
s − ρ′s

2
) +

X
s

rs
fx2

Ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è ÌÍÊ èìååò âèä

2x̃ =

"X
s

rsr
>
s

#−1X
s

rs(r
2
s − ρ′s

2
) +

"X
s

rsr
>
s

#−1X
s

rsx
2.
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Òåïåðü èç óñëîâèÿ fx2 = x̃2, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
a0
fx2

2
+ a1

fx2 + a2 = 0 îòíîñèòåëüíî fx2, ãäå

a0 =
P
s

r>s

�P
s

rsr
>
s

�−2P
s

rs,

a1 =
P
s

(r2
s − ρ′s

2
)r>s

�P
s

rsr
>
s

�−2P
s

rs − 4,

a2 =
P
s

(r2
s − ρ′s

2
)r>s

�P
s

rsr
>
s

�−2P
s

rs(r
2
s − ρ′s

2
).

Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå, ìîæíî çàòåì îïðåäåëèòü è x̃. Îòìåòèì îäíàêî,
÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷åííàÿ îöåíêà íå áóäåò îïòèìàëüíîé.

Çàäà÷à 4.2. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè S = 3 ïîëó÷åííàÿ îöåíêà îïòè-
ìàëüíà. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè δρs = 0, s = 1, . . . , S, ïîëó÷åííàÿ îöåíêà
îïòèìàëüíà. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó îíà íå îïòèìàëüíà â îáùåì ñëó÷àå.

Ïðèìåð 2. Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïî óãëîâûì èçìåðåíèÿì [?].
Ïóñòü x ∈ R3 � êîîðäèíàòû öåëè, ïðåäïîëàãàåìûå ïîñòîÿííûìè

âî âðåìåíè, à rs ∈ R3, s = 1, . . . , S � èçâåñòíûå êîîðäèíàòû íàáëþäà-
òåëÿ â ìîìåíòû âðåìåíè t1, . . . , tS . Óãëîâûå èçìåðåíèÿ � èçìåðåíèÿ
íàïðàâëåíèÿ íà öåëü, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå èçìåðåíèÿ åäè-
íè÷íîãî îðòà es íàïðàâëåíèÿ íà öåëü

e′s = es + δes, es =
x− rs

‖x− rs‖ .

Çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü êàê çàäà÷ó ÌÍÊ
SX

s=1

e′s −
x− rs

‖x− rs‖


2

→ min

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ x ïî e′s íåëèíåéíà, íî, êàê è âû-
øå, ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî ñâåäåíà ê ëèíåéíîìó ÌÍÊ. Äëÿ ýòî-
ãî çàìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå eS × (x − rs) ≡ 0, îòêóäà
e′s × (x − rs) = δes × (x − rs), s = 1, . . . , S. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå,
êîòîðîå ïðèíÿòî íàçûâàòü óðàâíåíèåì ïñåâäîèçìåðåíèé, ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â âèäå

e′s × x = e′s × rs + δes × (x− rs), s = 1, . . . , S,

Óðàâíåíèå ïñåâäîèçìåðåíèé ñâîäèòñÿ ê Hx = z + δz, ãäå ìàòðèöà H
ðàçìåðà 3S × 3 è âåêòîð z ðàçìåðà 3S × 1 ñîñòîÿò èç áëîêîâ

Hs =

0
@

0 −e′s3 e′s2

e′s3 0 −e′s1

−e′s2 e′s1 0

1
A , z =

0
@
−e′s3rs2 + e′s2rs3

e′s3rs1 − e′s1rs3

−e′s2rs1 + e′s1rs2

1
A ,
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δz =

0
@
−e′s3(x2 − rs2) + e′s2(x3 − rs3)
e′s3(x1 − rs1)− e′s1(x3 − rs3)
−e′s2(x1 − rs1) + e′s1(x2 − rs2)

1
A .

Ìîæíî ïðèìåíèòü ÌÍÊ. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, îäíàêî, äâå ïðîáëå-
ìû. Âî-ïåðâûõ, ìàòðèöà H, âû÷èñëÿåìàÿ ïî e′s, èçâåñòíà ñ îøèáêàìè.
Âî-âòîðûõ, êîìïîíåíòû ïîãðåøíîñòè δz íå ÿâëÿþòñÿ íåêîððåëèðî-
âàííûìè. Âñå ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñìåùåííîé
è íåîïòèìàëüíîé. Åå ïðåèìóùåñòâî � ïðîñòîòà. Âïåðâûå ýòà îöåíêà
áûëà ðåàëèçîâàíà â 1940-õ ãîäàõ â ÑØÀ äëÿ óïðàâëåíèÿ òîðïåäàìè,
êîãäà êîìïüþòåðîâ åùå íå áûëî.

Çàäà÷à 4.3. Èññëåäóéòå íàáëþäàåìîñòü çàäà÷è â ñëó÷àå ïðÿìî-
ëèíåéíîãî ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ íàáëþäàòåëÿ.

Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû
Îïðåäåëåíèå 4.11. Ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì x(t) íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèÿ íåñëó÷àéíîãî ïàðàìåòðà t (â êà÷åñòâå êîòîðîãî â äàëüíåé-
øåì áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ âðåìÿ), êîòîðàÿ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè
t ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Åñëè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì t ∈ {ti}, òî
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì â äèñêðåòíîì âðåìåíè è
îáîçíà÷àåòñÿ xi.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì êîððåëÿöèîííîé òåîðèè ïðîñòåé-
øèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè ìàð-
êîâñêèìè ìîäåëÿìè.

Îïðåäåëåíèå 4.12. Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ â äèñêðåòíîì âðåìåíè
îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì

xi+1 = Φixi + qi, i = 0, 1, . . . (4.4)

ãäå xi � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè ti; qi � äèñêðåòíûé
áåëûé øóì ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: M [qi] = 0, M [qiq

T
j ] = Qiδij,

δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà; Qi ≥ 0 - êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà øóìà;
Φi � ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿìè äëÿ ïðîöåññà çà-
äàþòñÿ ìàòîæèäàíèåì µx0 = M [x0] è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé
Px0 = M [

◦
x0
◦
x
>
0 ].

Èçìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ µi = µxi = M [xi] ñî âðå-
ìåíåì îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì µi+1 = Φiµi ïðè íà÷àëüíûõ óñëî-
âèÿõ µ0. Èçìåíåíèå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ
Pxi = M [

◦
xi
◦
x
>
i ] îïèñûâàåòñÿ äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì

Pxi+1 = ΦiPxiΦ
>
i + Qi, (4.5)

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ Px0 .
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Îïðåäåëåíèå 4.13. Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ â íåïðåðûâíîì âðåìå-
íè îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì

ẋ(t) = A(t)x(t) + q(t), t0 ≤ t ≤ t1 (4.6)

ãäå x(t) � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t; q(t) � áåëûé øóì
ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: M [q(t)] = 0, M [q(t)q>(τ)] = Q(t)δ(t−τ),
Q(t) - èíòåíñèâíîñòü âîçìóùåíèÿ, δ(t) - äåëüòà ôóíêöèÿ Äè-
ðàêà. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïðîöåññà çàäàþòñÿ ìàòîæèäàíèåì
µx(t0) = M [x(t0)] è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Px(t0).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ µx(t) = M [x(t)]
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì µ̇x(t) = A(t)µx(t) ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè µx(t0). Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ
Px(t) = M [

◦
x (t)

◦
x
>

(t)] îïèñûâàåòñÿ äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì

Ṗx(t) = A(t)Px(t) + Px(t)A>(t) + Q(t), (4.7)

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ Px(t0) .
Äèñêðåòíûé ôèëüòð Êàëìàíà

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (4.4) ñ èçâåñòíûìè
Qj , Φj , µx0 , Px0 . Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè j = 0, 1, 2, . . . ïîñòóïàþò
èçìåðåíèÿ z0, z1, z2, . . ., óðàâíåíèÿ êîòîðûõ èìåþò âèä

zj = Hjxj + rj .

Çäåñü ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ rj � íåêîððåëèðîâàííûé âî âðåìå-
íè ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ íóëåâûì ñðåäíèì è èçâåñòíîé êîâàðèàöèîí-
íîé ìàòðèöåé : M [ri] = 0, M [rir

>
j ] = Rjδij , ïðè÷åì Rj > 0. Êðî-

ìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî M [xir
>
j ] = 0. Òðåáóåòñÿ â êàæäûé

ìîìåíò âðåìåíè tj ïîëó÷èòü îöåíêó x̃j ïî èçìåðåíèÿì z0, z1, . . . , zj

(ýòî óñëîâèå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì ïðè÷èííîñòè), óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèÿì ëèíåéíîñòè, íåñìåùåííîñòè è îïòèìàëüíîñòè. Îïòèìàëü-
íîñòü ïîíèìàåòñÿ çäåñü â ñìûñëå ìèíèìóìà äèñïåðñèè îøèáêè îöåí-
êè ∆xj = xj − x̃j .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
x̃−j � àïðèîðíàÿ îöåíêà âåêòîðà xj â ìîìåíò âðåìåíè j, èñïîëüçóþ-
ùàÿ èçìåðåíèÿ z0, . . . , zj−1;
x̃+

j � àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà âåêòîðà xj â ìîìåíò âðåìåíè j, èñïîëü-
çóþùàÿ èçìåðåíèÿ z0, . . . , zj ;
P−j � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáêè îöåíêè ∆x̃−j ;
P+

j � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáêè îöåíêè ∆x̃+
j ;
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Òåîðåìà 4.1. Îïòèìàëüíàÿ îöåíêà xj äàåòñÿ äèñêðåòíûì
ôèëüòðîì Êàëìàíà (ÄÔÊ), îïèñûâàåìûì ñëåäóþùèìè ñîîòíîøå-
íèÿìè.
1) Ýòàï èíèöèàëèçàöèè

x̃−0 = µx0 ,
P−0 = Px0 .

2) Ýòàï êîððåêöèè

x̃+
j = x̃−j + Kj(zj −Hj x̃

−
j ),

Kj = P−j H>
j (HjP

−
j H>

j + Rj)
−1,

P+
j = (E −KjHj)P

−
j .

3) Ýòàï ïðîãíîçà
x̃−j+1 = Φj x̃

+
j ,

P−j+1 = ΦjPjΦ
>
j + Qj .

Òåîðåìà 4.2. (Ñòàöèîíàðíûé ÄÔÊ.) Ïóñòü Φj = Φ = const,
Qj = Q = const, Rj = R = const, ïàðà (Φ, H) íàáëþäàåìà, ïàðà (Φ, Q)
óïðàâëÿåìà. Òîãäà ïðè j →∞ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå.
1) Ñóùåñòâóþò ïðåäåëû ìàòðèö P−j , P+

j , Kj , îïðåäåëÿåìûå ñîîò-
íîøåíèÿìè

P−∞ = ΦP+
∞Φ> + Q > 0,

P+
∞ = (E −K∞H)P−∞ > 0,

K∞ = P−∞H>(HP−∞H> + R)−1.

2) Óðàâíåíèÿ îøèáîê

∆x−j+1 = Φ∆x+
j + qj ,

∆x+
j = (E −K∞H)∆x−j −K∞rj

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû, â ÷àñòíîñòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû Φ(E −K∞H) ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû.

Åñëè èçìåíåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà x(t) îïèñûâàåòñÿ íå ðàçíîñò-
íîé ñõåìîé, à äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (4.6), òî â ôîðìóëàõ
ïðîãíîçà îöåíêè è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îøèáêè îöåíêè Φj åñòü
ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà äëÿ (4.6) íà èíòåðâàëå âðåìåíè [tj , tj+1]. Â ýòîì
ñëó÷àå ôîðìóëà ïðîãíîçà îöåíêè ê ìîìåíòó tj+1 ïðåäñòàâëÿåò ðå-
øåíèå x̃−j+1 = µx(tj+1) óðàâíåíèé äëÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ µ̇x = Aµx ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè µx(tj) = x̃+

j , à ôîð-
ìóëà ïðîãíîçà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îøèáêè îöåíêè ïðåäñòàâ-
ëÿåò ðåøåíèå P−j+1 = P∆x(tj+1) äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (4.7) äëÿ
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óñëîâíîé äèñïåðñèè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè P∆x(tj) = P+
j . Íèæå

ïðèâåäåí ïðèìåð ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è.
Ïðèìåð 3. Ñêàëÿðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x(t) îïèñûâàåòñÿ

óðàâíåíèÿìè

ẋ = −x + q, M [q] = 0, M [q(t)q(s)>] = δ(t− s),
µx(0) = 1, σx(0) = 1.

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 íàéòè îïòèìàëüíóþ îöåíêó x̃(1) è äèñ-
ïåðñèþ σ2

∆x îøèáêè ýòîé îöåíêè ïðè íàëè÷èè èçìåðåíèÿ z0 = 2,
îïèñûâàåìîãî ñîîòíîøåíèÿìè z0 = x(0) + r, M [r] = 0, M [r2] = 1.

Ðåøåíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíêè èñïîëüçóåòñÿ ÄÔÊ, òàê êàê â
ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðèñóòñòâóåò äèñêðåòíîå èçìåðåíèå. Îöåíêà x̃(1)
íàõîäèòñÿ â äâà ýòàïà. Ïåðâûé ýòàï � ýòàï êîððåêöèè îöåíêè, çà-
äàâàåìîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, ïî èçìå-
ðåíèþ z0 â òîò æå ìîìåíò âðåìåíè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x̃−0 = µx(0) = 1,
P−0 = σ2

x(0) = 1, H = 1, Q = 1, R = 1, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè
ýòàïà êîððåêöèè ÄÔÊ:

K0 = P−0 H>(HP−0 H> + R)−1 = 1/2,
P+

0 = (1−K0H)P−0 = 1/2,
x̃+

0 = x̃−0 + K0(z0 −Hx̃−0 ) = 3/2.

Âòîðîé ýòàï � ýòàï ïðîãíîçà îöåíêè íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1. Äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå µ̇x = −µx ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè µx(0) = x̃+

0 è ïîëó÷èòü ïðè t = 1 çíà÷åíèå µx(1) = x̃−(1) .
Ðåøåíèå äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ óêàçàííûìè íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èìååò âèä

µx(t) = x̃+
0 e−t =

3

2
e−t.

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 ïîëó÷àåì x̃(1) = x̃−(1) = 3
2e−1. Äèñ-

ïåðñèÿ îøèáêè îöåíêè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ṗ∆x = 2P∆x + Q,
ðåøèâ êîòîðîå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè P+(0) = 1/2, ïîëó÷èì
P∆x(t) = 1/2. Òàêèì îáðàçîì, â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 ïîëó÷àåì
îòñþäà σ2

∆x = P∆x(1) = 1/2.
Íåïðåðûâíûé ôèëüòð Êàëìàíà

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ ëèíåéíûì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (4.6). Çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
µx(t0), Px(t0). Íà èíòåðâàëå [t0, t1] íåïðåðûâíî ïî âðåìåíè ïîñòó-
ïàþò èçìåðåíèÿ:

z(t) = H(t)x(t) + r(t),
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ãäå ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé r(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ òèïà áåëîãî
øóìà:

M [r(t)] = 0, M [r(t)r>(s)] = R(t)δ(t− s), R(t) > 0.

Âûïîëíåíî óñëîâèå íåêîððåëèðîâàííîñòè

M [x(t0)q
>(t)] = 0, M [x(t0)r

>(t)] = 0, M [r(t)q>(s)] = 0.

Òðåáóåòñÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ t0 îïðåäåëèòü îöåíêó x̃(t), ïî
èçìåðåíèÿì z(s), t0 ≤ s ≤ t (ýòî óñëîâèå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì ïðè-
÷èííîñòè), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì ëèíåéíîñòè, íåñìåùåííîñòè
è îïòèìàëüíîñòè ïî êðèòåðèþ âåëè÷èíû äèñïåðñèè îøèáêè îöåíêè
∆x.

Òåîðåìà 4.3. Ðåøåíèå çàäà÷è äàåòñÿ íåïðåðûâíûì ôèëüòðîì
Êàëìàíà (ÔÊ), îïèñûâàåìûì ñîîòíîøåíèÿìè:

˙̃x = Ax̃ + K(z −Hx), x̃(t0) = µx(t0),

K = P∆xH>R−1,

Ṗ∆x = AP∆x + P∆xA> + Q− P∆xH>R−1HP∆x, P∆x(t0) = Px(t0).

Ïðèìå÷àíèå. Ìàòðèöà P∆x(t) = M [∆x(t)∆x>(t) ÿâëÿåòñÿ êî-
âàðèàöèîííîé ìàòðèöåé îøèáîê îöåíêè. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå äëÿ P∆x(t) ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì óðàâíåíèåì Ðèêêàòè.

Òåîðåìà 4.4. (Ñòàöèîíàðíûé ÔÊ). Ïóñòü A, H, Q, R = const,
ïàðà (A, H) � íàáëþäàåìà, ïàðà (A, Q) � óïðàâëÿåìà. Òîãäà ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå
P∞ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè

AP∞ + P∞A> + Q− P∞H>R−1HP∞ = 0.

2) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû óðàâíåíèé îøèáîê A − K∞H,
ãäå K∞ = P∞H>R−1, ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. 3) Ïðè t →∞
èìååì P∆x(t) → P∞, K(t) → K∞.

Ïðèìåð 4. Ïðîöåññ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ îäíèì èçìåðåíèåì. Ðàñ-
ñìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà,
ïîäâåðæåííóþ ñëó÷àéíîìó âîçäåéñòâèþ áåëîãî øóìà ñ ïîñòîÿííîé
èíòåíñèâíîñòüþ è îäíèì íåïðåðûâíûì èçìåðåíèåì, ñîäåðæàùèì
îøèáêó òèïà áåëîãî øóìà ñ ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòüþ. Óðàâíå-
íèÿ èìåþò âèä

ẋ = ax + q(t),
z = x + r(t),
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ãäå a � êîíñòàíòà, è

M [q(t)] = 0, M [q(t)q(s)] = Qδ(t− s),
M [r(t)] = 0, M [r(t)r(s)] = Rδ(t− s),

M [x(0)] = µ0, M [
◦
x

2
(0)] = P0.

Äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîñòðîèòü ÔÊ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðèê-
êàòè è âûðàæåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ôèëüòðà.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèÿ äëÿ îöåíêè x̃(t) è äèñïåðñèè îøèáêè îöåí-
êè P∆x(t) èìåþò âèä

˙̃x = ax̃ + K(t)(z − x̃), x̃(0) = µ0,

Ṗ∆x = 2aP∆x − P 2
∆x/R + Q, P∆x(0) = P0,

K(t) = P∆x/R.

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ P∞ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè, ê êî-
òîðûì ñòðåìèòñÿ P∆x(t) ïðè t → ∞. Îíè óäîâëåòâîðÿþò àëãåáðàè-
÷åñêîìó óðàâíåíèþ Ðèêêàòè 0 = 2aP∞ − P 2

∞R−1 + Q. Ïðè Q > 0
ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ îòðèöàòåëüíî è íå ìîæåò
áûòü äèñïåðñèåé îøèáêè îöåíêè. Âòîðîå ðåøåíèå ïîëîæèòåëüíî

P∞ = aR +
p

a2R2 + QR

Ðàññìàòðèâàÿ èíòåðâàëû çíàêîîïðåäåëåííîñòè ïðîèçâîäíîé îò P â
ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì äëÿ äèñïåðñèè îöåíêè, â êîòîðîì ïðà-
âàÿ ÷àñòü åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ îò P , ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
ýòî ðåøåíèå óñòîé÷èâî. Âûðàæåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ôèëüòðà ïðè
áåñêîíå÷íîì âðåìåíè íàáëþäåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ ôèëüòðà
Êàëìàíà äëÿ îöåíêè ïðè K(t) = P∞/R.

Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ â èíåðöèàëüíîé
íàâèãàöèè

Ïðèâåäåííûå â äàííîì ðàçäåëå çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ áîëåå
ãëóáîêîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ ìåòîäîì îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ â ñòî-
õàñòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ è ñ îäíîé èç îáëàñòåé, ãäå ýòîò ìåòîä øèðîêî
ïðèìåíÿåòñÿ � èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèåé.

Èíåðöèàëüíàÿ íàâèãàöèîííàÿ ñèñòåìà (ÈÍÑ) ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ïðèáîð, óñòàíàâëèâàåìûé íà áîðòó íîñèòåëÿ (àâòîìîáèëü,
ñàìîëåò, êîðàáëü è ò.ä.), è îïðåäåëÿþùèé êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè
íîñèòåëÿ, òî÷íåå íåêîòîðîé åãî òî÷êè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ÷óâñòâè-
òåëüíîé ìàññîé (×Ì) ÈÍÑ. Â ñîñòàâ ÈÍÑ âõîäÿò äàò÷èêè óãëîâîé
ñêîðîñòè è íüþòîíîìåòðû, óñòàíîâëåííûå íà ïëàòôîðìå ÈÍÑ
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Ïîä çàäà÷åé êîððåêöèè ÈÍÑ ïîíèìàåòñÿ óòî÷íåíèå âû÷èñëåí-
íûõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ïî èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíîé. Ýòè èçìåðåíèÿ äàþò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü îøèáêè
ÈÍÑ è óòî÷íèòü âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ íàâèãàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè îáû÷íî íåîáõîäèìî èñ-
ïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ äàò÷èêîâ. Ñðåäè ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ
äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè åñòü èíòåðåñíûé ìåòîä, ïðè êîòîðîì
íåò íåîáõîäèìîñòè â äîïîëíèòåëüíîì äàò÷èêå. Ýòî òàê íàçûâàåìûé
ìåòîä îñòàíîâîê (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå îí íàçûâàåòñÿ ZUPT
� zero update technology). Åñëè ñêîðîñòü ÈÍÑ áëèçêà ê íóëþ (íà-
ïðèìåð, ïðè îñòàíîâêå íîñèòåëÿ), òî â êà÷åñòâå èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè
ìîæíî ïðèíÿòü ýòó âåëè÷èíó (¾0¿), à èñòèííîå (íåíóëåâîå) çíà÷åíèå
ñêîðîñòè ïðèíÿòü çà îøèáêó èçìåðåíèÿ.

Íèæå ïðèâåäåíû äâå çàäà÷è êîððåêöèè äëÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëè
èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèîííîé ñèñòåìû. Ïåðâàÿ çàäà÷à ïðèâåäåíà ñ
ðåøåíèåì, âòîðàÿ � äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Â ðàññìàòðèâà-
åìûõ çàäà÷àõ äëÿ êîððåêöèè ÈÍÑ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä îñòàíîâîê, â
ïåðâîé çàäà÷å ìîäåëü ïîãðåøíîñòè íüþòîíîìåòðà � ¾áåëûé øóì¿,
âî âòîðîé � ïîñòîÿííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Â ïðèâåäåííûõ çàäà÷àõ
ìîæíî ïðîñëåäèòü çàâèñèìîñòü óìåíüøåíèÿ îøèáêè îöåíêè êîîðäè-
íàòû ïîñëå êîððåêöèè îò âîçíèêàþùåé â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ñèñòåìû
êîâàðèàöèîííîé ñâÿçè êîîðäèíàòû (óòî÷íÿåìîãî ïàðàìåòðà) è ñêî-
ðîñòè (èçìåðÿåìîãî ïàðàìåòðà.)

Ïðèìåð 5. Çàäà÷à êîððåêöèè ÈÍÑ.
Ðàññìîòðèì èäåàëèçèðîâàííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è êîððåêöèè

ÈÍÑ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà îñòàíîâîê. Ïóñòü ÷óâñòâèòåëüíàÿ
ìàññà (×Ì) ÈÍÑ äâèæåòñÿ ïî ýêâàòîðó. Ââåäåì èíåðöèàëüíóþ ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå Çåìëè è îñÿìè η1η2, ëåæàùèìè
â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V àáñîëþòíóþ ñêî-
ðîñòü ×Ì, à ÷åðåç X äëèíó äóãè ýêâàòîðà îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îñè
η1 ñ ýêâàòîðîì äî ×Ì. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ×Ì â ýòîì ñëó÷àå èìå-
þò âèä:

Ẋ = V,

V̇ = F,

ãäå F � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ×Ì ñî ñòîðîíû ïîäâåñà îäíîîñíî-
ãî íüþòîíîìåòðà ñ îñüþ ÷óâñòâèòåëüíîñòè, íàïðàâëåííîé ïî êàñà-
òåëüíîé ê ýêâàòîðó. Â âû÷èñëèòåëå ÈÍÑ èíòåãðèðóþòñÿ óðàâíåíèÿ,
ìîäåëèðóþùèå äâèæåíèå ×Ì, è èìåþùèå âèä:

Ẋ ′ = V ′,

V̇ ′ = F ′,
(4.8)
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Çäåñü F ′ � ââåäåííîå â âû÷èñëèòåëü ïîêàçàíèå íüþòîíîìåòðà, X ′, V ′

� ìîäåëüíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆F
îøèáêó èçìåðåíèÿ ñèëû: ∆F = F ′ − F. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âî âñå
âðåìÿ äâèæåíèÿ îñü ÷óâñòâèòåëüíîñòè íüþòîíîìåòðà íàïðàâëåíà ïî
êàñàòåëüíîé ê ýêâàòîðó èëè ÷òî îòêëîíåíèÿ åå îò êàñàòåëüíîé ìàëû
è èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ââåäåì îøèáêó êîîðäèíàòû ∆X = X ′ − X è ñêîðîñòè
∆V = V ′ − V . Ýòè îøèáêè áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå óðàâíåíèé,
êîòîðûå â òåîðèè èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè
îøèáîê:

∆Ẋ = ∆V,

∆V̇ = ∆F,

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîãðåøíîñòè íüþòîíîìåòðà åñòü ñëó÷àéíûé ïðî-
öåññ áåëîãî øóìà èíòåíñèâíîñòè Q.

Âåêòîð ñîñòîÿíèÿ óðàâíåíèé îøèáîê x = (∆X, ∆V )T óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ: ẋ = Ax + Bq, ãäå q � ñêàëÿðíîå ñëó÷àéíûå âîçìó-
ùåíèÿ òèïà ¾áåëîãî øóìà¿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ Q,

A =

�
0 1
0 0

�
, B =

�
0
1

�
.

Ïóñòü â òå÷åíèå âðåìåíè T íîñèòåëü ÈÍÑ äâèæåòñÿ. Â ïðîöåññå äâè-
æåíèÿ ÈÍÑ, èíòåãðèðóÿ (4.8), îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè
×Ì. Â ìîìåíò âðåìåíè T íîñèòåëü îñòàíàâëèâàåòñÿ è ïðîèçâîäèò-
ñÿ êîððåêöèÿ ÈÍÑ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ñêîðîñòè (ZUPT) ïî
èçìåðåíèþ z = 0 ñêîðîñòè. Ýòî èçìåðåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

z = V − V ′ = ∆V + r = x2 + r = h · x + r,

ãäå h = (0, 1); r � îøèáêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ íåïîäâèæíîñòè ÈÍÑ
(âûçâàííàÿ, íàïðèìåð, âåòðîâûìè êîëåáàíèÿìè íîñèòåëÿ), ïðåäïî-
ëàãàåìàÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ íóëåâûì ìàòîæèäàíèåì è äèñïåð-
ñèåé R.

Çàäà÷à 4.4. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ñðàâíåíèè äèñïåðñèè îøèáêè
îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòû òî÷êè îñòàíîâêè äî èçìåðåíèÿ è ïîñëå íåãî.
Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíàÿ êîîðäèíàòà è íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü èçâåñòíû òî÷íî. Òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó ïðè ñëåäóþùèõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: T = 1000ñ,

√
Q = 0.001ì/ñ 3

2 ,
√

R = 0, 001ì/ñ.
Ðåøåíèå.
1. Òî÷íîñòü àâòîíîìíîé ÈÍÑ. Îáîçíà÷èì êîâàðèàöèîííóþ ìàò-

ðèöó âåêòîðà x ÷åðåç

P (t) =

�
p11 p12

p12 p22

�
,

71



ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è,
P (0) = 0. Êàê ñëåäóåò èç äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ, ýëåìåíòû êîâà-
ðèàöèîííîé ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì:

ṗ11 = 2p12, ṗ12 = p22, ṗ22 = Q.

Ïðè íóëåâîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè P (t) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè:

p11(t) =
1

3
Qt3, p12(t) =

1

2
Qt2, p22(t) = Qt.

Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèÿ îøèáêè êîîðäèíàòû òî÷êè îñòàíîâêè â
ìîìåíò âðåìåíè T ðàâíà 333 ì2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåêâàäðàòè-
÷åñêîé îøèáêå îêîëî 18ì.

2. Òî÷íîñòü îöåíêè êîîðäèíàòû ïîñëå èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè.
Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà P+ îøèáîê îöåíîê âåêòî-

ðà x ïîñëå èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
P+ = P − PhT (hPhT + R)−1hP , îòêóäà

p+
11 = p11(T )− p2

12(T )

p22(T ) + R
.

Ïî îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ρ12 = p12/
√

p11p22, ïî-
ýòîìó ρ12 =

√
3/2 è

p+
11 = p11(T )(1− ρ2

12

1 + R/p22(T )
) ≈ p11(T )(1− ρ2

12) =
1

4
p11(T ).

Ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ ïîëó÷àåì îöåíêó p+
11 ≈ 92ì2, ÷òî ñîîòâåò-

ñòâóåò ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêå îêîëî 9ì � ZUPT äàëî ñíèæå-
íèå ïîãðåøíîñòè âäâîå.

Äîïîëíèòåëüíûå ìàòåðèàëû ïî äàííîé ãëàâå ìîæíî íàéòè â èñ-
òî÷íèêàõ [1, 7, 4, 19],[16] - [24].

4.1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
Çàäà÷à 4.5. Êîìïîíåíòû ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ x = (x1, x2)

> è
y = (y1, y2)

> ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì âðàùåíèÿ:
�

y1 = x1 cos α + x2 sin α,
y2 = −x1 sin α + x2 cos α,

M [
◦
x
◦
x
>

] =

�
5 1
1 3

�

Ïðè êàêîì çíà÷åíèè α êîìïîíåíòû âåêòîðà y áóäóò íåêîððåëèðîâà-
íû?
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Çàäà÷à 4.6. Êîìïîíåíòû ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ x = (x1, x2, x3)
>

è y = (y1, y2)
> ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì:

�
y1 = x1 + x2 + x3,
y2 = x1 − 2x2 + x3,

M [
◦
x
◦
x
>

] =

0
@

1 1/2 0
1/2 4 0
0 0 1

1
A

Îïðåäåëèòå Ky1y2 .
Çàäà÷à 4.7. Êîìïîíåíòû ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

x = (x1, x2, x3, x4)
> è y = (y1, y2)

> ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì:
�

y1 = x1 + 5x2 + 2x3,
y2 = −x1 + x4.

xj � íåçàâèñèìû, µj = j, σx1 = 1, σx2 = 2, σx3 = 3, σx4 = 1. Îïðåäå-
ëèòå Ky1y2 è %y1y2 .

Çàäà÷à 4.8. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
{0; 1;−1} ñ âåðîÿòíîñòüþ ñîîòâåòñòâåííî {1/3; 1/2; 1/6}. Îïðåäåëèòå
Kxx2 è %xx2 . Âû÷èñëèòå µx, µx2 , µx3 , µx4 è âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé
Dy = M [y2]− µ2

y.
Çàäà÷à 4.9. Äëÿ âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x çàäàí âåêòîð

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ µx è êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà

Kx =

0
@

1 1
2

0
1
2

4 0
0 0 1

1
A .

Êîìïîíåíòû ñëó÷àéíîé âåêòîðíîé âåëè÷èíû y ñâÿçàíû ñ êîìïîíåí-
òàìè x ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y1 = x1 + x2 + x3

y2 = x1 − 2x2 − x3

Îïðåäåëèòå êîâàðèàöèþ Ky1y2 äâóìÿ ñïîñîáàìè: íåïîñðåäñòâåí-
íî â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå
Ky = AKxA>.

4.2. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
Çàäà÷à 4.10. Óðàâíåíèÿ òðåõ èçìåðåíèé êîìïîíåíò âåêòîðà

x = (x1, x2)
> è èõ çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè
8
<
:

z1 = x1 + x2 + r1 = 2,
z2 = x1 − x2 + r2 = 0,
z3 = x1 + 2x2 + r3 = 4,

µr1 = 0,
µr2 = 0,
µr3 = 0.
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Èçìåðåíèÿ ðàâíîòî÷íû è ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé r1, r2, r3 íåêîððå-
ëèðîâàíû. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îïðåäåëèòü
îöåíêó x̃ âåêòîðà x.

Ñëåäóþùèå ÷åòûðå çàäà÷è � îïðåäåëåíèå òðåíäà â äàííûõ. Òà-
êèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè êàëèáðîâêå âñåâîçìîæíûõ èíåðöèàëüíûõ
äàò÷èêîâ

Çàäà÷à 4.11. Óðàâíåíèÿ èçìåðåíèé èìåþò âèä:

z(ti) = y(ti) + r(ti), y(t) = a + bt, ti = i, i = 0, 1, 2,

ãäå ïîñòîÿííûå a, b íåèçâåñòíû, r(ti) - îøèáêè èçìåðåíèé. Ïðè ïîìî-
ùè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîñòðîèòü îöåíêè a, b ïî èçìåðå-
íèÿì z(0) = 2, z(1) = 1, z(2) = 4. Èçìåðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàâíîòî÷íûìè
è èõ îøèáêè íåêîððåëèðîâàííû.

Çàäà÷à 4.12. Ñêàëÿðíîå èçìåðåíèå èìååò âèä:

z(ti) = y(ti) + r(ti), y(t) = a + bt,

ãäå ïîñòîÿííûå a, b íåèçâåñòíû. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ ïîñòðîèòü îöåíêè a, b ïðè óñëîâèè: z(0) = 1, z(2) = 2,
z(3) = 3, z(5) = 4. Èçìåðåíèÿ ðàâíîòî÷íû è èõ îøèáêè íåêîððåëè-
ðîâàíû.

Çàäà÷à 4.13. Óðàâíåíèå èçìåðåíèé èìååò âèä:

z(ti) = y(ti) + r(ti), y(t) = a + bt,

ãäå a, b íåèçâåñòíû. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îïðå-
äåëèòå îöåíêè ïîñòîÿííûõ a, b ïðè óñëîâèè: z(1) = 0, z(2) = 1,
z(4) = 2, z(5) = 4. Èçìåðåíèÿ ðàâíîòî÷íû è íåêîððåëèðîâàíû.

Çàäà÷à 4.14. Óðàâíåíèå èçìåðåíèÿ èìååò âèä:

z(ti) = y(ti) + r(ti), y(t) = a + bt,

ãäå a, b íåèçâåñòíû. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïî-
ñòðîéòå îöåíêè ïîñòîÿííûõ a, b ïðè óñëîâèè: z(1) = 1, z(2) = 2,
z(3) = 3. Ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé íåêîððåëèðîâàíû è σr1 = 1,
σr2 = 1/2, σr3 = 1.

4.3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû
Çàäà÷à 4.15. Óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû èìååò âèä

ẋ = ax + q, ãäå x � ñêàëÿð, q � áåëûé øóì ñ ïîñòîÿííîé èíòåí-
ñèâíîñòüþ Q, ïàðàìåòð a ïîñòîÿíåí. Çàäàíû µx(0), Px(0). Íàéäèòå
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µx(t), Px(t) è îïðåäåëèòå âèä èõ çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ïðè ðàçíûõ
çíà÷åíèÿõ a (ïðè a = 0 ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì
Âèíåðà).

Çàäà÷à 4.16. Óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû èìååò âèä
ẍ + x = q, ãäå x � ñêàëÿð, q � áåëûé øóì ñ ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíî-
ñòüþ Q. Çàäàíû µX(0), PX(0), ãäå X = (x, ẋ)>. Íàéäèòå µX(t), PX(t).

Çàäà÷à 4.17. Óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû èìååò âèä
ẍ + aẋ + bx = q(t), ãäå x � ñêàëÿð, q � áåëûé øóì ñ ïîñòîÿííîé
èíòåíñèâíîñòüþ Q. Çàäàíû µX(0), PX(0), ãäå X = (x, ẋ)>. Íàéäè-
òå ìàòðèöó PX(t) è îïðåäåëèòå âèä åå çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ïðè
ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ a, b.

Çàäà÷à 4.18. Óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû èìååò âèä
ẍ+5ẋ+6x = q, ãäå x � ñêàëÿð, q � áåëûé øóì, M [q(t)q(s)] = δ(t−s).
Íàéäèòå Dx(t), Dẋ(t) ïðè t →∞.

Çàäà÷à 4.19. Ñêàëÿðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ â äèñêðåòíîì âðå-
ìåíè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

xi+1 = αxi + qi, M [qi] = 0, M [qiqj ] = Qδij , i, j = 0, 1 . . . .

Çàäàíû µx0 , Px0 . Äâóìÿ ñïîñîáàìè íàéäèòå µxk , Pxk è îïðåäåëèòå âèä
èõ çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ α. Ïåðâûé ñïîñîá
� ðåøàÿ óðàâíåíèå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèîí-
íîå óðàâíåíèå. Âòîðîé - âû÷èñëèòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ÿâëÿþùè-
åñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ, è
íàéòè èõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

Çàäà÷à 4.20. Äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â äèñêðåòíîì âðåìåíè
íàéäèòå Pxi ïðè çàäàííîì Px0

�
x1,i+1 = ax2,i,
x2,i+1 = qi, i = 0, 1 . . .

Çàäà÷à 4.21. Íàéäèòå êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó Pxi ïðè i →∞
äëÿ ñèñòåìû ïðè çàäàííîì Px0 :

8
><
>:

x1k+1 = x1k + 1
2x2k ,

x2k+1 = −1
2x1k + qk,

M [q(t)] = 0,

M [q(t)q(s)] = δ(t− s).
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4.4. Äèñêðåòíûé ôèëüòð Êàëìàíà
Çàäà÷à 4.22. Ïîñòðîéòå ñòàöèîíàðíûé äèñêðåòíûé ôèëüòð Êàë-

ìàíà äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
8
<
:

x1,i+1 = x2,i,
x2,i+1 = x2,i + qi,
zi = x2,i + ri.

M [q(t)] = 0,
M [q(t)q(s)] = Qδ(t− s).

Çàäà÷à 4.23. Ïîñòðîéòå ñòàöèîíàðíûé äèñêðåòíûé ôèëüòð Êàë-
ìàíà äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

8
<
:

x1,i+1 = x2,i,
x2,i+1 = x2,i + qi,
zi = x1,i + ri.

M [q(t)] = 0,
M [q(t)q(s)] = Qδ(t− s).

Çàäà÷à 4.24. Ïðè ïîìîùè ôèëüòðà Êàëìàíà íàéäèòå ñòàöèî-
íàðíóþ äèñïåðñèþ îøèáêè îöåíêè ñêàëÿðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

�
xi+1 = axi + qi,
zi = hxi + ri.

Çàäà÷à 4.25. Ïîñòðîéòå ñòàöèîíàðíûé ôèëüòð Êàëìàíà äëÿ
îöåíêè ïðîöåññà 8

<
:

x1,i+1 = x2,i,
x2,i+1 = qi,
zi = x2,i + ri.

Çàäà÷à 4.26. Äàíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
�

ẋ1 = x2,
ẋ2 = q,

M [q(t)] = 0, , M [q(t)q(s)] = δ(t− s),

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

M [x(0)] =

�
1
1

�
, M [

◦
x (0)

◦
x
>

(0)] =

�
1 0
0 1

�
,

ãäå x = (x1, x2)
>. Íàéäèòå îïòèìàëüíóþ îöåíêó x̃ è êîâàðèàöèîííóþ

ìàòðèöó îøèáêè îöåíêè ñ ó÷åòîì èçìåðåíèÿ z = x1(3) + r â ìîìåíò
âðåìåíè t = 3, ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèå z = 3, â ïðåäïîëîæåíèè
M [r] = 0, M [r2] = 1.

Çàäà÷à 4.27. Íàéäèòå îöåíêó ïîñòîÿííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
x ïî äèñêðåòíûì èçìåðåíèÿì

zi = x + ri, i = 0, 1 . . . n, M [ri] = 0, M [rirj ] = Rδij
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ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ñðàâíèòå ñ îöåíêîé xn, ïîëó÷åí-
íîé äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèÿìè

xi+1 = xi, zi = xi + ri, i = 0, 1 . . . n

ïðè çàäàííûõ µx0 , Px0 .
Çàäà÷à 4.28. Íàéäèòå îïòèìàëüíóþ ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà

äèñïåðñèè îøèáêè îöåíêè îöåíêó x̃ ñêàëÿðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
x, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ

ẋ = −x + q, M [q] = 0, M [q(t)q(s)] = δ(t− s)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè µx(0) = 1, σx(0) =
√

3. Ïðîâîäèòñÿ èç-
ìåðåíèå z â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ
z = x(0)+r è ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèå z = 3 ïðè M [r] = 0, M [r2] = 1.
Íàéòè x̃(1), σ∆x(1).

Çàäà÷à 4.29. ∗ Íàéäèòå îïòèìàëüíóþ ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà
äèñïåðñèè îøèáêè îöåíêè îöåíêó x̃ ñêàëÿðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
x, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ

ẋ = −x + q, M [q] = 0, M [q(t)q(s)] = 6δ(t− s)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè µx(0) = 1, σx(0) =
√

3. Ïðîâîäèòñÿ èç-
ìåðåíèå z â ìîìåíò âðåìåíè t = 1, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ
z = x(1)+r è ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèå z = 3 ïðè M [r] = 0, M [r2] = 1.
Íàéòè x̃(1), σ∆x(1).

Çàäà÷à 4.30. Íàéäèòå îïòèìàëüíóþ ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà
äèñïåðñèè îøèáêè îöåíêè îöåíêó x̃ ñêàëÿðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
x, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ

ẋ = q, M [q] = 0, M [q(t)q(s)] = 2δ(t− s)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè µx(0) = 1, σx(0) = 1. Ïðîâîäèòñÿ èçìåðåíèå
â ìîìåíò âðåìåíè t = 1, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ z = x(1) + r è
ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèå z = 2 ïðè M [r] = 0, M [r2] = 1. Íàéòè x̃(1),
σ∆x(1).

Çàäà÷à 4.31.∗ Èçâåñòíà êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî
ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x: Kx(t−s) = e−|t−s|. Èçìåðÿþò-
ñÿ âåëè÷èíû z1 = x(1), z2 = x(2), z3 = x(3). Ïîñòðîéòå îïòèìàëüíóþ
ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà äèñïåðñèè îöåíêó x(t) ïî z1, z2, z3, ðàññìîò-
ðåâ ñëó÷àè t ≤ 1, 1 < t ≤ 2, 2 < t ≤ 3, t > 3.

Çàäà÷à 4.32. Íàéäèòå îïòèìàëüíóþ ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà
äèñïåðñèè îøèáêè îöåíêè îöåíêó x̃ ñêàëÿðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
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x, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ

ẋ = x + q, M [q] = 0, M [q(t)q(s)] = δ(t− s)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè µx(0) = 1, σx(0) = 1. Ïðîâîäèòñÿ èçìåðåíèå
â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ z = x(0) + r è
ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèå z = 2 ïðè M [r] = 0, M [r2] = 1. Íàéòè x̃(1),
σ∆x(1).

4.5. Íåïðåðûâíûé ôèëüòð Êàëìàíà
Çàäà÷à 4.33. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñî ñëó÷àéíûì âîç-
ìóùåíèåì òèïà áåëîãî øóìà:

ẍ + aẋ + bx = q(t),

ãäå M [q(t)] = 0, M [q(t)q(s)] = Qδ(t − s). Ââåäåì ïåðåìåííûå x = x1,
ẋ = x2 è çàïèøåì èñõîäíîå óðàâíåíèå â âèäå ñèñòåìû

�
ẋ1 = x2,
ẋ2 = −bx1 − ax2 + q(t).

Çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: M [x1(0)] = 0, M [x2(0)] = 0,
M [x2

1] = P11(0), M [x2
2] = P22(0), M [x1x2] = P12(0). Ïðîèçâîäèòñÿ

èçìåðåíèå ïåðåìåííîé x2, ñîäåðæàùåå îøèáêó òèïà áåëîãî øóìà:

z(t) = x2(t) + r(t), M [r(t)] = 0, M [r(t)r(s)] = Rδ(t− s).

Äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è çàïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
ôèëüòðà Êàëìàíà äëÿ îöåíîê êîîðäèíàò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ è ýëå-
ìåíòîâ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îøèáîê îöåíîê Pij(t) (óðàâíåíèå
Ðèêêàòè). Íàéäèòå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè è âû-
ðàæåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ôèëüòðà ïðè áåñêîíå÷íîì âðåìåíè íà-
áëþäåíèÿ.

Çàäà÷à 4.34. Ñêàëÿðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà è èìååòñÿ ñêàëÿðíîå
èçìåðåíèå: �

ẋ = ax + q,
z = hx + r,

ãäå q(t), r(t) � ñëó÷àéíûå ïðîöåññû òèïà áåëîãî øóìà: M [q(t)] = 0,
M [q(t)q(s)] = Qδ(t− s), M [r(t)] = 0, M [r(t)r(s)] = Rδ(t− s). Çàïèøè-
òå óðàâíåíèÿ ôèëüòðà Êàëìàíà è ïðîâåäèòå àíàëèç ñòàöèîíàðíîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îøèáîê
îöåíêè ïðè áåñêîíå÷íîì âðåìåíè íàáëþäåíèÿ ïî ïàðàìåòðàì a, h.
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Çàäà÷à 4.35. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2 ïîðÿäêà è èìååò ñêàëÿðíîå èçìåðåíèå

8
<
:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = q,
z = x1 + r.

ãäå M [q(t)] = 0, M [r(t)] = 0, M [r(t)r(s)] = Rδ(t − s),
M [q(t)q(s)] = Qδ(t − s). Ïîñòðîéòå íåïðåðûâíûé ôèëüòð Êàëìà-
íà ïðè áåñêîíå÷íîì âðåìåíè íàáëþäåíèÿ. Óáåäèòåñü, ÷òî óðàâíåíèÿ
îøèáîê àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû.

Çàäà÷à 4.36. Óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñî ñêàëÿðíûì
èçìåðåíèåì èìååò âèä:

8
<
:

ẋ1 = −x1 + x2,
ẋ2 = q,
z = x1 + r,

M [q] = 0, M [q(t)q(s)] = 9/4δ(t− s)
M [r] = 0, M [r(t)r(s)] = δ(t− s)

Ïîñòðîéòå íåïðåðûâíûé ôèëüòð Êàëìàíà ïðè áåñêîíå÷íîì âðåìå-
íè íàáëþäåíèÿ. Óáåäèòåñü, ÷òî óðàâíåíèÿ îøèáîê àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâû.

Çàäà÷à 4.37. Çàäàíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñî ñêàëÿðíûì èçìå-
ðåíèåì

8
<
:

ẋ1 = −x1 + q1,
ẋ2 = q2,
z = x1 + x2 + r.

M [q(t)qT (s)] =

�
5 0
0 1

�
δ(t− s),

ãäå M [q] = 0, M [r] = 0, M [r(t)r(s)] = δ(t−s). Ïîñòðîéòå íåïðåðûâíûé
ôèëüòð Êàëìàíà ïðè áåñêîíå÷íîì âðåìåíè íàáëþäåíèÿ. Óáåäèòåñü,
÷òî óðàâíåíèÿ îøèáîê àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû.

Çàäà÷à 4.38. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà è èìååò èçìåðåíèå

8
<
:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −bx1 − ax2 + q(t),
z(t) = x2(t) + r(t),

ãäå M(q(t)) = 0, M(q(t)q(s)) = Q′δ(t − s), M [r(t)] = 0,
M [r(t)r(s)] = Rδ(t − s), M [x1(0)] = 0, M [x2(0)] = 0, M [x2

1] = P11(0),
M [x2

2] = P22, M [x1x2] = P12(0). Ïîñòðîéòå ñòàöèîíàðíûé ôèëüòð
Êàëìàíà ïðè áåñêîíå÷íîì âðåìåíè íàáëþäåíèÿ è âû÷èñëèòå êîâà-
ðèàöèîííóþ ìàòðèöó îøèáîê îöåíîê ïðè R →∞. Ñðàâíèòå ýòè çíà-
÷åíèÿ ñ ðåøåíèåì äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû áåç èçìå-
ðåíèÿ.
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Çàäà÷à 4.39. Óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñî ñêàëÿðíûì
èçìåðåíèåì èìååò âèä:

�
ẋ1 = x2,
ẋ2 = ax1 + q, z = x2 + r,

ãäå M(q(t)) = 0, M(q(t)q(s)) = Q′δ(t − s), M [r(t)] = 0,
M [r(t)r(s)] = δ(t − s). Ïîñòðîéòå ñòàöèîíàðíûé ôèëüòð Êàëìàíà
ïðè áåñêîíå÷íîì âðåìåíè íàáëþäåíèÿ è âû÷èñëèòå êîâàðèàöèîííóþ
ìàòðèöó îøèáîê ïðè t →∞.

Çàäà÷à 4.40. Äàíà ñèñòåìà
�

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1 + ξ, z = x1 + r,

ãäå M [ξ] = 0, M [r] = 0, M [ξ(t)ξ(s)] = 3δ(t− s), M [r(t)r(s)] = δ(t− s).
Ïîñòðîéòå íåïðåðûâíûé ôèëüòð Êàëìàíà ïðè áåñêîíå÷íîì âðåìå-
íè íàáëþäåíèÿ. Óáåäèòåñü, ÷òî óðàâíåíèÿ îøèáîê àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâû.

Çàäà÷à 4.41.∗ Äëÿ ñèñòåìû
�

ẋ = y,
z = x + r,

ãäå y, r � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ õàðàêòåðèñòèêàìè
M [r(t)r(s)] = δ(t − s), M [y(t)y(s)] = σ2e−|t−s|, σ2 = 8. Ïîñòðîéòå
ôèëüòð Êàëìàíà ïðè áåñêîíå÷íîì âðåìåíè íàáëþäåíèÿ. Óáåäèòåñü,
÷òî îäèí èç ýëåìåíòîâ ñòàöèîíàðíîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îøè-
áîê îöåíîê p11 = 2.

Çàäà÷à 4.42.∗ Èçâåñòíà êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî
ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x: Kx(t− s) = e−|t−s|. Èçìåðÿåò-
ñÿ âåëè÷èíà z = x + r, ãäå r � áåëûé øóì: M [r(t)r(s)] = δ(t− s).

Ïîñòðîéòå àñèìïòîòè÷åñêèé àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ x. Ìèíèìèçè-
ðóéòå äèñïåðñèþ îøèáêè îöåíêè D∆x(∞) ïî ïàðàìåòðó ôèëüòðà �
êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ K è ñðàâíèòå ïîëó÷åííûé àñèìïòîòè÷åñêèé
àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ ñ ôèëüòðîì Êàëìàíà ïðè áåñêîíå÷íîì âðåìåíè
íàáëþäåíèÿ.

Çàäà÷à 4.43. Çàäà÷à êîððåêöèè ÈÍÑ.
Ðåøèòü çàäà÷ó êîððåêöèè ÈÍÑ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà îñòà-

íîâîê â ñëó÷àå íåèçâåñòíîé ïîñòîÿííîé ñëó÷àéíîé îøèáêå íüþòîíî-
ìåòðà.

Ïóñòü â òå÷åíèå âðåìåíè T íîñèòåëü ÈÍÑ äâèæåòñÿ. Â ïðîöåñ-
ñå äâèæåíèÿ ÈÍÑ îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòà è ñêîðîñòü ×Ì. Â ìîìåíò
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âðåìåíè T íîñèòåëü îñòàíàâëèâàåòñÿ è ïðîèçâîäèòñÿ êîððåêöèÿ ÈÍÑ
ïî îäíîìó èçìåðåíèþ z = 0 ñêîðîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåìó óðàâíåíèþ:
z = ∆V + r = x2 + r, ãäå r � ñëó÷àéíàÿ îøèáêà èçìåðåíèÿ ñ äèñïåð-
ñèåé R.

Ñðàâíèòü äèñïåðñèþ îøèáêè îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòû òî÷êè
îñòàíîâêè äî èçìåðåíèÿ è ïîñëå íåãî è ñðàâíåíèè êîýôôèöèåíòà êîð-
ðåëÿöèè êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè â ìîìåíò èçìåðåíèÿ ñ ýòîé âåëè÷è-
íîé èç ïðèìåðà 4.4. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíàÿ êîîðäè-
íàòà ìàðøðóòà è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü èçâåñòíû òî÷íî (áåç îøèáîê)
è äèñïåðñèÿ íåèçâåñòíîé ïîñòîÿííîé îøèáêè íüþòîíîìåòðà ðàâíà
D = (10−3ì/ñ2)2. Ðåøèòü çàäà÷ó ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ: T = 1000ñ,

√
R = 0, 001ì/ñ.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü îïèñàííóþ â ïðèìåðå 4.4 ïðîñòåéøóþ
ìîäåëü ÈÍÑ è ââåñòè ôîðìèðóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ïîñòîÿííîé
îøèáêè íüþòîíîìåòðà.
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Ãëàâà 5
Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äâèæåíèåì

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà
Ðàññìîòðèì êëàññ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ñ ïîìîùüþ

îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ẏ = f(y, u), y(t0) = y∗, (5.1)

ãäå y � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ðàçìåðíîñòè n, u � ñêàëÿðíîå óïðàâëå-
íèå, f � íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ
è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî y.

Óñëîâèåì îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà ñëóæèò ïåðâîå ïîïàäàíèå â ìîìåíò
âðåìåíè tk íà ãëàäêîå è áåç îñîáûõ òî÷åê ìíîãîîáðàçèå M ⊂ Rn,
çàäàííîå ñ ïîìîùüþ m ðàâåíñòâ (1 ≤ m ≤ n):

M =

�
y(tk) ∈ Rn

��� ϕi(y) = 0, i = 1, . . . , m, rank
�

∂ϕ

∂y

�
= m

�
.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåñóðñû óïðàâëåíèÿ îãðàíè÷åíû, òî åñòü
óïðàâëåíèå u(·) ïðèíàäëåæèò ôóíêöèîíàëüíîìó ìíîæåñòâó

U =
n

u(·) ∈ L∞[t0, tk]
��� u− ≤ u(t) ≤ u+

o
, (5.2)

ãäå −∞ ≤ u, u+ ≤ ∞ � çàäàííûå êîíñòàíòû. Ïóñòü ñóùåñòâóåò õîòÿ
áû îäíî óïðàâëåíèå u(·) ∈ U è êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè tk òàêèå,
÷òî y(tk) ∈ M . Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé
(5.1) ðàññìîòðèì òåðìèíàëüíûé ãëàäêèé ôóíêöèîíàë ϕ0(y(tk)), ãäå
ìîìåíò tk � ïåðâûé ìîìåíò ïîïàäàíèÿ íà ìíîãîîáðàçèå M .

Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

ϕ0(y(tk)) −→ inf
u(·)∈U

. (5.3)

Ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè íà ïðàâûå ÷àñòè

y>f(y, u) ≤ β(1 + ‖y‖)

äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è èç òåîðåìû À.Ô. Ôèëèïïî-
âà î ñóùåñòâîâàíèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [21] ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u0(·) ∈ U è ìîìåíò âðåìåíè t0k òàêèå,

82



÷òî íà ñîîòâåòñòâóþùåé îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè y0(t) âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

ϕ0(y
0(t0k)) = min

u(·)∈U
ϕ0(y(tk)).

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè óïðàâ-
ëåíèÿ, êîòîðîå ïåðåâîäèò ñèñòåìó (5.1) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íà
êîíå÷íîå ìíîãîîáðàçèå, óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ (5.2) è ïðè ýòîì
ôóíêöèîíàë (5.3) äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòå-
ìû (5.1).

Ïàðà {y0(t), u0(t), t ∈ [t0; t0k]} íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ïðîöåñ-
ñîì.

Ââåäåì ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà

H(ψ, y, u) = ψ>f(y, u),

ãäå ψ(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèÿì â âàðèàöèÿõ íà îïòèìàëüíîì
ðåøåíèè èñõîäíîé ñèñòåìû:

ψ̇ = −
�

∂f(y0(t), u0(t))

∂y

�>
ψ (5.4)

Òîãäà âåðíà òåîðåìà [1] î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè:
Òåîðåìà 5.1. Åñëè {y0(·), u0(·), [t0; t0k]} � îïòèìàëüíûé ïðî-

öåññ, òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ ïàðà {λ0 ≥ 0, ψ(·)} òàêàÿ, ÷òî âû-
ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà ìíîæå-
ñòâå òî÷åê íåïðåðûâíîñòè T îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
t ∈ T ⊂ [t0; t0k]

max
u−≤u(t)≤u+

H(ψ(t), y0(t), u(t)) = H(ψ(t), y0(t), u0(t)); (5.5)

2) âåêòîð

ψ(t0k) + λ0
∂ϕ0(y

0(t0k))

∂y
(5.6)

îðòîãîíàëåí ê ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå y0(t0k) � óñëîâèå
òðàíñâåðñàëüíîñòè;

3) óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ãàìèëüòîíèàíà ïî÷òè âñþäó íà
[t0; t0k]

H(t) = H(ψ(t), y0(t), u0(t)) ≡ 0. (5.7)
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Ñ ïîìîùüþ ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåîðåìû ïîèñê îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì (5.1) è (5.4), ãäå íà ëåâîì êîíöå çàäàíî n
óñëîâèé y(t0) = y∗, à íà ïðàâîì � m óñëîâèé y(tk) ∈ M äëÿ y(tK),
è n −m óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíîñòè (5.6) äëÿ ψ(tk). Â ïðîöåññå èí-
òåãðèðîâàíèÿ äâóõòî÷å÷íîé çàäà÷è ïðè êàæäîì t ∈ T íàäî ðåøàòü
îäíîìåðíóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè (5.5) ïî u(t).

Íàéäåííàÿ òàêèì îáðàçîì òðàåêòîðèÿ íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüþ
Ïîíòðÿãèíà. Ïîñêîëüêó ïðèíöèï ìàêñèìóìà äàåò ëèøü íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, íàäî óáåäèòüñÿ, ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå äî-
ñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà. Èíîãäà ýòî óäàåòñÿ îñó-
ùåñòâèòü íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé, èíîãäà � èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ
äîñòàòî÷íîñòè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ ýêñòðå-
ìàëüíûõ çàäà÷.

Íàïðèìåð, ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷àõ áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ
ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû [2]. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âûïîëíå-
íû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîãî ñèíòåçà ïî Áîëòÿíñêîìó (îï-
òèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñòðîèòñÿ êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò u0 = u0(y)),
ôîðìóëèðîâêó êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â [1, 2].

Ïðèìåð 1. Íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è îïòèìàëüíóþ
òðàåêòîðèþ â çàäà÷å:

ẍ = u, J(u(·)) =

Z 1

0

x dt → min
u

, |u(t)| ≤ 1,

x(0) = ẋ(0) = 0, ẋ(1) = 0.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì óñëîâèÿ çàäà÷è â ñòàíäàðòíîé ôîðìå îá îïòè-
ìàëüíîì ïåðåõîäå íà ìíîãîîáðàçèå â ñìûñëå òåðìèíàëüíîãî ôóíêöè-
îíàëà, äëÿ ÷åãî ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå x1 = x, x2 = ẋ,
x0 =

R t

0
x1 dτ , x3 = t. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

8
>>><
>>>:

ẋ0 = x1

ẋ1 = x2

ẋ2 = u

ẋ3 = 1,

(5.8)

ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à � â âèäå minu x0(tk), à òåðìèíàëüíûå óñëîâèÿ
� â âèäå x(tk) ∈ M , ãäå M = {x2 = 0, x3 = 1}.

Âûïèøåì ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà H = ψ0x1 + ψ1x2 + ψ2u + ψ3 è
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ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
8
>>>><
>>>>:

ψ̇0 = 0,

ψ̇1 = −ψ0,

ψ̇2 = −ψ1,

ψ̇1 = 0.

(5.9)

Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè èìåþò âèä
0
BB@

ψ0(tk)
ψ1(tk)
ψ2(tk)
ψ3(tk)

1
CCA+ λ0

0
BB@

1
0
0
0

1
CCA ⊥ M, λ0 ≥ 0,

îòêóäà ñëåäóåò

(ψ0(tk) + λ0)γ0 + ψ1(tk)γ1 = 0,

ãäå γ1, γ2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ψ0(tk) = −λ0 ≤ 0, ψ1(tk) = 0. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñî-
ïðÿæåííîé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ψ0(t) = const.

Äîïóñòèì, ÷òî λ0 = 0. Òîãäà ψ0 = 0 è ψ1 ≡ 0.
Íà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíèàí H(t) ≡ 0, îòêóäà

ψ3 = 0. Êðîìå òîãî, èç H(0) = 0 ñëåäóåò, ÷òî ψ2(0) = 0, ò.å. ψ2 ≡ 0.
Íî òîãäà ïîëó÷àåì íóëåâóþ ïàðó (λ0, ψ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïó
ìàêñèìóìà. Çíà÷èò, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà λ0 > 0 è ψ0 < 0. Ñîïðÿ-
æåííàÿ ñèñòåìà îäíîðîäíà, ïîòîìó ìîæåì ïðîíîðìèðîâàòü ðåøåíèå,
ïîëîæèâ ψ0 = −1. Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè Ïîíòðÿãèíà ïî-
ëó÷èì:

u0(t) =

�
1, ïðè ψ2 > 0;
−1, ïðè ψ2 < 0.

Ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò èíòåðâàëà (t′, t′′) ∈ [0, 1] òàêîãî, ÷òî íà
íåì ψ2(t) ≡ 0. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ÷òî ýòî òàê. Íî òîãäà íà
ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå âûïîëíåíî ψ̇2 ≡ 0, îòêóäà ψ1 ≡ 0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ψ0 ≡ 0, ψ3 ≡ 0 è îïÿòü ïîëó÷àåì íóëåâóþ ïàðó. Òàêèì
îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî â ýòîé çàäà÷å ìîãóò áûòü òîëüêî ðåãóëÿðíûå
ðåøåíèÿ.

Òåïåðü çàïèøåì ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû

ψ1(t) = (t− tk), ψ2(t) = −1

2
(t− tk)2 + C,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Èç âèäà ψ2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ
C ôóíêöèÿ ψ2(t) ìîæåò ïåðåñå÷ü îòðåçîê îñè àáñöèññ [0, tk] íå áîëåå,
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÷åì â îäíîé òî÷êå τ ∈ [0, 1] (tk = 1). Ïðè ýòîì ψ2(t) < 0 íà t ∈ [0, τ).
Ñëó÷àé, êîãäà ψ2(t) íå ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ, íàì íå ïîäõîäèò, ïî-
ñêîëüêó òîãäà îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íà âñåì îòðåçêå u0(t) = 1,
÷òî íå ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òàêîâà:

u0 = −1 ïðè t ∈ [0, τ), u0 = 1 ïðè t ∈ [τ, 1].

Ýêñòðåìàëü Ïîíòðÿãèíà íà îòðåçêå t ∈ [0, τ ] óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèÿì (

˙̂x1 = x̂2

˙̂x2 = −1
=⇒

8
<
:

x̂2(t) = −t

x̂1(t) = − t2

2

t ∈ [0, τ ].

Ïðîäîëæàÿ ðåøåíèå íà îòðåçêå t ∈ [τ, 1], ïîëó÷èì
(

˙̂x1 = x̂2

˙̂x2 = 1
=⇒

8
<
:

x̂2(t) = x̂2(τ) + t− τ = t− 2τ,

x̂1(t) =
1

2
t2 − 2τt + C

t ∈ [τ, 1].

Èç óñëîâèÿ x̂2(1) = 0 ïîëó÷àåì τ = 1
2
.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ïîêàæåì, ÷òî åäèíñòâåííàÿ ýêñ-
òðåìàëü x̂ äîñòàâëÿåò àáñîëþòíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà êà÷å-
ñòâà. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì êóñî÷íî-ãëàäêóþ âàðèàöèþ δx1(t) òàêóþ,
÷òî x̂1(t) + δx1(t) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé òðàåêòîðèåé. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ δx1(0) = δẋ1(0) = 0 è
|¨̂x1 + δẍ1| = |u0 + δu| ≤ 1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà âñåì ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå âðåìåíè âûïîë-
íåíî ðàâåíñòâî ψ̈2 = −1, ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà çàïèøåì â âèäå

∆J = J(u0 + δu)− J(u0) =

Z 1

0

(x̂1 + δx1)dt−
Z 1

0

δx1dt =

=

Z 1

0

δx1dt = −
Z 1

0

ψ̈2δx1dt = −
Z 1

0

δx1dψ̇2.

Ïðîèíòåãðèðóåì äâàæäû ïî ÷àñòÿì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñ ó÷åòîì
êðàåâûõ óñëîâèé δx1(0) = δẋ1(0) = 0 è ψ̇2(1) = 0. Òîãäà

∆J =

Z 1

0

ψ̇2dδx1 − ψ̇2δx1

��1
0

= ψ2δẋ1

��1
0
−
Z 1

0

δẍ1ψ2dt = −
Z 1

0

δẍ1ψ2dt.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äîïóñòèìûå âàðèàöèè δẍ1 ≥ 0 è ψ2 ≤ 0 ïðè t ∈ [0, 1
2
],

à δẍ1 ≤ 0, ψ2 ≥ 0 ïðè t ∈ [ 1
2
, 1], ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî ∆J ≥ 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííàÿ ýêñòðåìàëü x̂ äîñòàâëÿåò àáñîëþò-
íûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà J .

Ïðèìåð 2. Ïîñòðîèòü ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â
ñëåäóþùåé çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ:

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ẍ = u,

îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå |u(t)| ≤ 1,

íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû x2(0) + ẋ2(0) > 1,

òåðìèíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (x(tk), ẋ(tk)) ∈ M = {x2 + ẋ2 = 1}
ôóíêöèîíàë tk → min

u
.

Ðåøåíèå. Ââåäåì ïåðåìåííûå x1 = x, x2 = ẋ x3 = t. Èñõîäíàÿ
ñèñòåìà ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

8
><
>:

ẋ1 = x2

ẋ2 = u

ẋ3 = 1

(5.10)

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ïðèìåò âèä x3 → min
u

.
Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî ïðèõîäà íà ìíîãîîáðàçèå ñ òåðìèíàëüíûì ôóíêöèîíàëîì.
Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä

H = ψ1x2 + ψ2u + ψ3,

à ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà ñîîòâåòñòâåííî èìååò âèä
8
>><
>>:

ψ̇1 = 0

ψ̇2 = −ψ1

ψ̇3 = 0.

(5.11)

Êîíå÷íîå ìíîãîîáðàçèå åñòü M = {x2
1 + x2

2 = 1}, îòêóäà óñëîâèÿ
òðàíñâåðñàëüíîñòè èìåþò âèä

0
@

ψ1(tk)
ψ2(tk)
ψ3(tk)

1
A+ λ0

0
@

0
0
1

1
A = −λ1

0
@

2x1(tk)
2x2(tk)

0

1
A ,

îòêóäà ñëåäóåò ψ3(tk) = −λ0 ≤ 0, (ψ1(tk), ψ2(tk) = 2 ∗ λ1(cos α, sin α),
ãäå x1(tk) = cos α, x2(tk) = sin α, α � óãîë, îïðåäåëÿþùèé ïîëîæåíèå
êîíå÷íîé òî÷êè òðàåêòîðèè D (ñì. ðèñ. 5.1 ) íà îêðóæíîñòè M .
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Ðèñ. 5.1. Ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè Ïîíòðÿãèíà ñëåäóåò
u0 = sign(ψ2). Ïîñêîëüêó H(t) ≡ 0, òî ψ1x2 + ψ2u + ψ3 ≡ 0 ,
íî ψ3 ≤ 0, ñëåäîâàòåëüíî (ψ1, ψ2)(ẋ1, ẋ2)

> ≥ 0. Ïîñêîëüêó îïòè-
ìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ïîïàäàåò íà îêðóæíîñòü èçâíå, òî ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî â êîíå÷íîé òî÷êå âåêòîð (ψ1, ψ2)

> íàïðàâ-
ëåí âíóòðü îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 5.1). Òîãäà λ1 > 0. Ñëó÷àé λ1 = 0
íå ïîäõîäèò, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì íóëåâóþ ïàðó (λ0, ψ), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà. Íîðìèðóåì λ1 = 1/2. Ðåøåíèå
ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (5.11) çàïèøåì â âèäå

8
><
>:

ψ1(t) = − cos α

ψ2(t) = cos α(t− tk)− sin α

ψ3 = 0

(5.12)

Èç ëèíåéíîñòè ôóíêöèè ψ2(t) ñëåäóåò, ÷òî íà îïòèìàëüíîé òðàåêòî-
ðèè ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Â
ïåðâîé ÷åòâåðòè 0 ≤ α < π/2 è òîãäà ψ2(t) < 0 � ïåðåêëþ÷åíèé íåò,
îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u0 = −1 è îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè

x1 = −1

2
x2

2 + C, (5.13)

ãäå C = const.
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Âî âòîðîé ÷åòâåðòè â îêðåñòíîñòè êîíå÷íîé òî÷êè ψ2(t) < 0 íà îò-
ðåçêå âðåìåíè t∗ ≤ t ≤ tk è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ðàâíî u0 = −1.
Äî âñòðå÷è ñ îêðóæíîñòüþ äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî òðàåêòîðèÿì
(5.13). Ïåðåêëþ÷åíèå ïðîèñõîäèò â ìîìåíò t∗ = tk + tg α. Êîîðäèíà-
òû òî÷åê P êðèâîé ïåðåêëþ÷åíèÿ L ñëåäóþùèå:

x∗1 = cos α + tg α(sin α− 1

2
tg α)

x∗2 = sin α− tg α
(5.14)

Çàìåòèì, ÷òî êðèâàÿ L ïåðåêëþ÷åíèÿ (5.14) íå ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé
ñèñòåìû. Ïðè α → π/2 îíà àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê òðàåê-
òîðèè A2 D2, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì x1 = − 1

2
x2

2 + 1
2
(ðèñ. 5.1). Äëÿ

òî÷åê íèæíåé ïîëîâèíû îêðóæíîñòè M êàðòèíà ñèíòåçà â ñèììåò-
ðè÷íà.

Â îáëàñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ðàñïîëîæåííîé íèæå ëåâîé âåò-
êè êðèâîé ïåðåêëþ÷åíèÿ L îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u0 = 1. Âûøå
êðèâîé L äî ëèíèè A2D2 îíî ïåðåêëþ÷àåòñÿ íà u0 = −1. Â îáëàñòè,
îãðàíè÷åííîé êðèâûìè A2 D2, A1 D1 óïðàâëåíèå u0 = −1 è ïåðåêëþ-
÷åíèé íåò.

Â ýòîé çàäà÷å âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîãî ñèíòåçà ïî Áîë-
òÿíñêîìó. Òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâîM çäåñü îêðóæíîñòü x2

1+x2
2 = 1.

Íóëü-ìåðíûå êëåòêè îòñóòñòâóþò. Âåòâè ïàðàáîë A1D1 è A4D4 ïðåä-
ñòàâëÿþò îäíîìåðíûå êëåòêè ïåðâîãî òèïà, ïîñêîëüêó ÿâëÿþòñÿ ýêñ-
òðåìàëÿìè Ïîíòðÿãèíà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. Âåòâè êðèâîé ïåðå-
êëþ÷åíèÿ L ïðåäñòàâëÿþò îäíîìåðíûå êëåòêè âòîðîãî òèïà. Îäíî-
ìåðíûå êëåòêè ðàçáèâàþò ôàçîâóþ ïëîñêîñòü âíå êðóãà x2

1 + x2
2 = 1

yf êîíå÷íîå ÷èñëî äâóìåðíûõ êëåòîê, ãäå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
ïîñòîÿííî u0 = ±1. òàêèì îáðàçîì îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, íà÷èíà-
þùàÿñÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ôàçîâîé ïëîñêîñòè âíå òåðìèíàëüíîãî
ìíîæåñòâà è çàêàí÷èâàþùàÿñÿ íà òåðìèíàëüíîé îêðóæíîñòè, ñîñòî-
èò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ êóñêîâ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äâóìåðíûå
êëåòêè è îäíîìåðíûå êëåòêè ïåðâîãî òèïà.
Íåîñîáûå è îñîáûå îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ è âàðèàíòû

èõ ñîïðÿæåíèÿ
Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (5.1) âèäà:

(
ẏ = f(y, u, v) = f0(y) + f1(y)u

u(·) ∈ U.
(5.15)

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (5.3), (5.15) â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò
ñêëàäûâàòüñÿ èç ó÷àñòêîâ ðåãóëÿðíîãî (íåîñîáîãî) è ñèíãóëÿðíîãî
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(îñîáîãî) óïðàâëåíèé, ñîïðÿæåíèå êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ êóñî÷íî-
íåïðåðûâíî èëè ïîñðåäñòâîì ðåæèìà ñ ó÷àùàþùèìèñÿ ïåðåêëþ÷å-
íèÿìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óïðàâëåíèå u0(t) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç
óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè H ïî u (óðàâíåíèå (5.5)). Â ýòîì ñëó-
÷àå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, à ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ åìó äóãà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè çàäà÷è (5.3), (5.15) � ðåãó-
ëÿðíîé äóãîé. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåé-
ñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû (5.15) âèäà

ẏ = Ay + Bu,

ãäå A è B � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòåé (n × n) è (n × 1)
ñîîòâåòñòâåííî, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè
ïàðà (A, B) óïðàâëÿåìà (det(B, AB, ...An−1) 6= 0).

Â ðÿäå äðóãèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñèñòåìû (5.15) òàêæå ìîæíî äî-
êàçàòü, ÷òî îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè.

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ê çàäà÷å îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (5.3), (5.15) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðåãóëÿðíîå
óïðàâëåíèå:

u0(t) =

(
u+, åñëè ψ>f1(y) > 0,

u−, åñëè ψ>f1(y) < 0,
(5.16)

ò.å. ðåãóëÿðíîå óïðàâëåíèå ïðèíèìàåò ïðåäåëüíûå äîïóñòèìûå çíà-
÷åíèÿ äëÿ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óïðàâëåíèå u0(t) íå ìîæåò áûòü îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëåíî èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè H ïî u. Ïóñòü
ñóùåñòâóåò îòðåçîê âðåìåíè τ , τ ⊂ [t0, t0k] òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî
t ∈ τ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

∂H

∂u
= 0,

÷òî äëÿ çàäà÷è (5.3), (5.15) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

ψ>f1(y) ≡ 0, t ∈ τ ⊂ [t0; tk].

Óïðàâëåíèå, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óêàçàííûå óñëîâèÿ, íàçûâàåò-
ñÿ îñîáûì èëè ñèíãóëÿðíûì óïðàâëåíèåì, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó
äóãà òðàåêòîðèè ñèñòåìû (5.15) � ñèíãóëÿðíîé äóãîé.

Áîëüøèíñòâî çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñè-
ñòåìàìè, â êîòîðûõ ìîæåò èìåòü ìåñòî îñîáîå óïðàâëåíèå, ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ â âèäå çàäà÷è (5.3), (5.15). Çàäà÷è, â êîòîðûõ îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå ñîäåðæèò ðåæèì îñîáîãî óïðàâëåíèÿ, èíîãäà íàçûâàþò
âûðîæäåííûìè çàäà÷àìè.
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Äëÿ çàäà÷ ñ îñîáûìè óïðàâëåíèÿìè íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü îï-
òèìàëüíîå óïðàâëåíèå íà îñîáîì ó÷àñòêå òðàåêòîðèè íåïîñðåäñòâåí-
íî èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

Ïóñòü íà îòðåçêå τ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

∂H

∂u
= ψ>f1(y) ≡ 0, t ∈ τ ⊂ [t0; tk].

Ïîñëåäîâàòåëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå âûðàæåíèÿ ∂H/∂u ïî âðåìå-
íè ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

8
>><
>>:

∂

∂u

�
ds

dts

�
∂H

∂u

��
≡ 0, s = 1, ..., 2q − 1,

d2q

dt2q

�
∂H

∂u

�
= a(ψ, y) + u · b(ψ, y), b(ψ(t), y(t)) 6= 0,

ïðè÷åì óïðàâëåíèå u ÿâíûì îáðàçîì ìîæåò âîéòè òîëüêî â ÷åòíóþ
ïðîèçâîäíóþ. ×èñëî q íàçûâàþò ïîðÿäêîì îñîáîãî óïðàâëåíèÿ, èëè
ïîðÿäêîì âûðîæäåííîñòè (ñèíãóëÿðíîñòè) îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ.

Åñëè b(ψ(t), y(t)) 6= 0 ïðè âñåõ t ∈ τ ⊂ [t0; tk], òî îñîáîå óïðàâëå-
íèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

uoc(t) = −a(ψ(t), y(t))

b(ψ(t), y(t))
, t ∈ τ.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè îñîáîãî óïðàâëåíèÿ (Äæ. Keë-
ëè [8])

Òåîðåìà 5.2. Äëÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà íà îñî-
áîì ó÷àñòêå â çàäà÷å (5.3), (5.15) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå
íåîáõîäèìîå óñëîâèå

(−1)qb(ψ, y) = (−1)q ∂

∂u

�
d2q

dt2q

�
∂H

∂u

��
≤ 0.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è:

(
ẋ1 = x2,

ẋ2 = u, −1 ≤ u(t) ≤ 1

J =

Z tk

0

(x1 − x2)
2 dt → min,

x1(0) = x0
1, x2(0) = x0

2,

x1(tk) = 0, x2(tk) = 0

Ðåøåíèå. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ:
x0(t) = 1

2

R t

0
(x1 − x2)

2 dt.
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Â íîâûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷à çàïèøåòñÿ òàê:

ẋ0 = (x1 − x2)
2,

ẋ1 = x2,

ẋ2 = u, −1 ≤ u ≤ 1

J = x0(tk) → min
u

(5.17)

Òåðìèíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå M = {x1 = 0, x2 = 0}. Èç óñëîâèé òðàíñ-
âåðñàëüíîñòè

0
@

ψ0(tk)
ψ1(tk)
ψ2(tk)

1
A+ λ0

0
@

1
0
0

1
A ⊥ M, λ0 ≥ 0

ñëåäóåò
ψ0(t1) + λ0 = 0, λ0 ≥ 0.

Ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä
8
>><
>>:

ψ̇0 = 0,

ψ̇1 = −2ψ0(x1 − x2),

ψ̇2 = −ψ1 + 2ψ0(x1 − x2)

(5.18)

Èç óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíîñòè ñëåäóåò ψ0(tk) + λ0 = 0, à èç ïåð-
âîãî óðàâíåíèÿ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû ψ0 ≡ const < 0. Íîðìèðóåì
ψ0 = − 1

2
.

Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä H = − 1
2
(x1 − x2)

2 + ψ1x2 + ψ2u.
Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

uo =

(
1 ïðè ψ2 > 0

−1 ïðè ψ2 < 0

Â ýòîé çàäà÷å ìîãóò ñóùåñòâîâàòü îñîáûå ó÷àñòêè [t̃, ˜̃t], ãäå
H1 = ψ2 ≡ 0. Íà îñîáîì ó÷àñòêå ψ̇2 = 0, îòêóäà ñëåäóåò
ψ1 = −(x1 − x2). Íà îïòèìàëüíîì ó÷àñòêå îñîáîé òðàåêòîðèè ãà-
ìèëüòîíèàí H ≡ 0, îòêóäà

−1

2
(x1 − x2)

2 − (x1 − x2)x2 ≡ 0,⇒ x1 = x2, x1 = −x2.

Îïòèìàëüíîå îñîáîå óïðàâëåíèå íàõîäèì èç óñëîâèÿ

d2H1

dt2
≡ 0 ⇒ −(ẋ1 − ẋ2)− ψ̇1 = −x1 + u ≡ 0.
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Óñëîâèå Êåëëè îïòèìàëüíîñòè îñîáîãî óïðàâëåíèÿ âûïîëíåíî, ïî-
ñêîëüêó

∂

∂u

� d2

dt2
H1

� ≥ 0 ⇒ 1 > 0.

Íà îñîáûõ òðàåêòîðèÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
|u| ≤ 1 ⇒ |x1| ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî îñîáûå ó÷àñòêè � äâà îò-
ðåçêà ïðÿìûõ x1 = x2 è x1 = −x2. Íà ïðÿìîé x1(t) = x2(t) äâèæåíèå
ïðîèñõîäèò îò íà÷àëà êîîðäèíàò, à íà ïðÿìîé x1(t) = −x2(t) � ê
íà÷àëó êîîðäèíàò. Íà ýòîì ó÷àñòêå îñîáîå óïðàâëåíèå ðàâíî u∗ = x1,
òîãäà x2(t) = z∗et−t∗ , ãäå z∗ = x2(t

∗) � âòîðàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè
ïåðåêëþ÷åíèÿ, ãäå t∗ � ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ íà îñîáûé ó÷àñòîê.
Çàìåòèì, ÷òî äâèæåíèå ïî îñîáîé ïðÿìîé â íà÷àëî êîîðäèíàò
ïðîèñõîäèò çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà
ðàâíî

J1 =
1

2

Z ∞

t∗
(x1 − x2)

2dt = −1

2

Z 0

z∗

(−x2 − x2)
2

x2
dx2 = (z∗)2.

Ðåãóëÿðíûå ó÷àñòêè îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè íàõîäèì ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

à) u = −1. Òîãäà

ẋ1 = x2, ẋ2 = −1 ⇒ dx1

dx2
= −x2 ⇒ x1 = −1

2
x2

2 + C.

×åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ïðîõîäèò ó÷àñòîê ïàðàáîëû x1 = −x2
2
2
.

á) u = 1. Òîãäà

ẋ1 = x2, ẋ2 = 1 ⇒ dx1

dx2
= x2 ⇒ x1 =

1

2
x2

2 + C.

×åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ïðîõîäèò ó÷àñòîê ïàðàáîëû x1 =
x2
2
2
.

Ïîñòðîèì ñèíòåç ýêñòðåìàëåé Ïîíòðÿãèíà.
Èññëåäóåì ñíà÷àëà íàèáîëåå èíòåðåñíûé ñëó÷àé, êîãäà ïåðåêëþ-

÷åíèå ïðîèñõîäèò ñ ðåãóëÿðíûõ òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ óïðàâ-
ëåíèþ u = −1. Äîïóñòèì, ÷òî ïåðåêëþ÷åíèå íà îñîáûé ó÷àñòîê ïðî-
èçîøëî â ìîìåíò âðåìåíè t∗ â òî÷êå D ñ êîîðäèíàòàìè (−z, z), ãäå
0 ≤ z ≤ 1. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïî îïòèìàëüíîé êðèâîé â îáðàò-
íîì âðåìåíè, íà÷èíàÿ èç òî÷êè D. Â òî÷êå D âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
ψ2(t

∗) = 0, ψ1(t
∗) = −(x1 − x2) = 2z.
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Îáîçíà÷èâ îáðàòíîå âðåìÿ τ = t∗ − t, èç ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû
ïîëó÷èì

ψ̇1 = x1 − x2

ψ̇2 = −ψ1 − x1 + x2

⇒
d

dτ
ψ1 = x2 − x1

d

dτ
ψ2 = ψ1 + x1 − x2

⇒

8
>><
>>:

d

dx2
ψ1 = x2 − x1

d

dx2
ψ2 = ψ1 + x1 − x2

⇒

8
>><
>>:

d

dx2
ψ1 = x2 +

x2
2

2
+ z − z2

2

d

dx2
ψ2 = ψ1 − x2 − x2

2

2
− z +

z2

2

(5.19)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ (5.19), ïîëó÷èì

ψ2(x2, z) =
1

24

�
x2 − z

�2�
x2

2 + 2zx2 − 3(z − 2)2
�
.

Óðàâíåíèå ψ2(x2, z) = 0 èìååò ÷åòûðå êîðíÿ: äâîéíîé êîðåíü
x2 = z, îäèí îòðèöàòåëüíûé êîðåíü −z − 2

√
z2 − 3z + 3 è êîðåíü

x∗2 = −z + 2
√

z2 − 3z + 3. Çàâèñèìîñòè ψ2(x2, z) ïðè íåêîòîðûõ çíà-
÷åíèÿõ z ïîêàçàíû íà ðèñ. 5.2.

Äâèæåíèå ïî ïàðàáîëå ñ u = −1 âîçìîæíî òîëüêî ïðè ψ2 < 0,
ñëåäîâàòåëüíî òîëüêî íà èíòåðâàëå [z, x∗2].

Òî÷êà P (−x∗2
2

2
+ z2

2
− z, y∗) áóäåò âòîðîé òî÷êîé ïåðåêëþ÷åíèÿ �

ñ òðàåêòîðèè, ãäå u = 1 íà òðàåêòîðèþ ñ u = −1.
Òàêèì îáðàçîì, íà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè áóäóò ëèáî äâå òî÷-

êè ïåðåêëþ÷åíèÿ, ëèáî îäíà. Êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ â âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè ñîñòîèò èç òðåõ ó÷àñòêîâ: êðèâàÿ L1 � êóñîê ïàðàáîëû

Ðèñ. 5.2. Ïîâåäåíèå ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé ψ2
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Ðèñ. 5.3. Ñèíòåç ýêñòðåìàëåé Ïîíòðÿãèíà

x1 = −x2
2
2

äî òî÷êè B = (−6,
√

12) (ðèñ. 4). Âòîðîé êóñîê � êðè-
âàÿ L2 =

� − x∗2
2

2
− z + z2

2
, y∗
�
îò òî÷êè B äî òî÷êè A íå ñîâïàäàåò

íè ñ êàêîé òðàåêòîðèåé ñèñòåìû. Òðåòèé êóñîê L � ó÷àñòîê îñîáîé
òðàåêòîðèè � ïðÿìàÿ x1 = −x2 îò òî÷êè A äî íà÷àëà êîîðäèíàò O
(ðèñ. 5.2).

Â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè êàðòèíà ñèíòåçà ñèììåòðè÷íà.

Çàäà÷à Ãîääàðäà
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñòðîãî âåðòèêàëüíîì ïîëåòå ìåòåîðîëîãè÷å-

ñêîé ðàêåòû. Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå öåíòðà ìàññ, ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå

8
><
>:

ḣ = v,

mv̇ = −mg −Q + P,

ṁ = −u, 0 ≤ u ≤ µ,

ãäå m � ìàññà ðàêåòû ñ òîïëèâîì, v � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ, g �
óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, P = γu � ðåàêòèâíàÿ òÿãà ðàêå-
òû, γ = const � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ÷àñòèö òîïëèâà,
Q = %v2

2
Sc0

x = kv2 � ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà.
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Îáîçíà÷èì y1 = h, y2 = v, y3 = m è ïåðåïèøåì ñèñòåìó â âèäå
8
>>><
>>>:

ẏ1 = y2,

ẏ2 = −g − Q

y3
+

γu

y3
,

ẏ3 = −u,

y1(0) = 0,

y2(0) = 0,

y3(0) = m0.

Îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå ñëåäóþùèå: 0 ≤ u ≤ µ = const > 0.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîäúåìà íà ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó â

ìîìåíò âûãîðàíèÿ âñåãî òîïëèâà. Ïóñòü m1 � ìàññà ñîá-
ñòâåííî ðàêåòû. Òîãäà òåðìèíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå èìååò âèä
y(tk) ∈ M = {y3 = m1 < m0}, à ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à � âèä

y1(tk) → max
0≤u≤µ

, ϕ0 = −y1(tk).

Âûïèøåì ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà

H = ψ1y2 + ψ2

�− g − Q

y3
+

γu

y3

�
+ ψ3(−u),

è ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó:
8
>>>>><
>>>>>:

ψ̇1 = 0

ψ̇2 = −ψ1 +
1

y3

∂Q

∂y2
ψ2

ψ̇3 = ψ2

�
−Q

y2
3

+
γu

y2
3

�

Êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê ìíîãîîáðàçèþ M ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-
äå {γ1, γ2, 0}, ãäå γ1, γ2 � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.

Èç óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíîñòè ñëåäóåò

(ψ1(t
0
k)− λ0)γ1 + ψ2(t

0
k)γ2 = 0,

îòêóäà ψ1 = λ0 = const ≥ 0, à ψ2(t
0
k) = 0.

Äîêàæåì, ÷òî λ0 6= 0. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. λ0 = 0. Òîãäà
ψ1(t

0
k) = ψ2(t

0
k) = 0. Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ãàìèëüòîíèàíà ñëå-

äóåò H(t0k) = ψ3(t
0
k)u0(t0k) = 0. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà â

âèäå

H = y2 − ψ2

�
g +

Q(y2)

y3

�
+
�ψ2γ

y3
− ψ3

�
u = H0 + H1u.
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Äîïóñòèì, ÷òî åñòü èíòåðâàë ∆ = (t̃, ˜̃t) ⊂ [t0, tk], ãäå H1(t) ≡ 0 è ðå-
àëèçóåòñÿ ðåæèì îñîáîãî óïðàâëåíèÿ. Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíê-
öèè Ïîíòðÿãèíà ñëåäóåò âèä îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

u0(t) =

(
µ ïðè H1(ψ, y) > 0

0 ïðè H1(ψ, y) < 0
, t 6∈ (t̃, ˜̃t).

Ïîñêîëüêó óñëîâèå îñòàíîâêè îïðåäåëÿåò ïåðâûé ìîìåíò, êîãäà
äîñòèãàåòñÿ y3(tk) = m1, òî â ëåâîé îêðåñòíîñòè t0k ôóíêöèÿ y3(t)
äîëæíà óáûâàòü. Åñëè â ëåâîé îêðåñòíîñòè t0k ðåàëèçóåòñÿ îñîáûé
ðåæèì, òî îñîáîå óïðàâëåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 0 < uîñ < µ è
ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî. Â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå â ñèëó ëèíåéíîé çàâè-
ñèìîñòè ôóíêöèè Ïîòðÿãèíà îò óïðàâëåíèÿ îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ
óïðàâëåíèÿ ïðèíèìàþòñÿ íà êîíöàõ îòðåçêà [0, µ] è â ýòîì ñëó÷àå
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå u0(t) = µ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî âî âñåõ
ñëó÷àÿõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî u0(t0k) > 0. Íî òîãäà ψ3(t

0
k) = 0, è

(λ0, ψ) ñîñòàâëÿþò íóëåâóþ ïàðó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ÏÌÏ. Ïîýòîìó
λ0 6= 0, è íîðìèðóÿ ψ, ïîëó÷èì ψ1 ≡ 1.

Ïîñêîëüêó ñòàðòóåì ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ, òî èç ôèçè÷åñêèõ ñî-
îáðàæåíèé (òÿãà áîëüøå âåñà) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî γµ > gm0.

Ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà (ïðè ψ1 ≡ 1) ïðèìåò âèä
8
>><
>>:

ψ̇2 = −1 +
ψ2

y3

∂Q

∂y2
, ψ2(t

0
k) = 0,

ψ̇3 =
ψ2

y2
3

�
γu−Q

�

Íà îñîáîì ó÷àñòêå t ∈ (t̃, ˜̃t) îïðåäåëèòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
èç ÏÌÏ íåëüçÿ. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ â ñèëó ñèñòåìû

dH1

dt
=

ψ̇2γ

y3
− ẏ3ψ2γ

y2
3

− ψ̇3 =

=
�−1+

ψ2

y3

∂Q

∂y2

� γ

y3
+

uψ2γ

y2
3

+ψ2

�Q− γu

y2
3

�
=

γ

y3

� ∂Q

∂y2

ψ2

y3
−1
�
+

Qψ2

y2
3

=

= y−2
3

�
γ
� ∂Q

∂y2
ψ2 − y3

�
+ Qψ2

� ≡ 0 (5.20)

Ïîñêîëüêó y3(t) > 0 íà îñîáîì ó÷àñòêå, òî êâàäðàòíàÿ ñêîáêà â ïî-
ñëåäíåì âûðàæåíèè ðàâíà íóëþ. Íàéäåì òåïåðü âòîðóþ ïðîèçâîä-
íóþ â ñèëó ñèñòåìû, ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî (5.20):

d2H1

dt2
= − 2

y3
3

[ . . . ]| {z }
=0

+
1

y2
3

�
Q
�−1+

ψ2

y3

∂Q

∂y2

�
+γ
�
u+

∂Q

∂y2

�−1+
ψ2

y3

∂Q

∂y2

�
+
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+ψ2
∂2Q

∂y2
2

ẏ2

��
=

1

y2
3

�
γu +

�
Q + γ

∂Q

∂y2

��− 1 +
∂Q

∂y2

ψ2

y3

�
+

+ ψ2

�γu

y3
− Q

y3
− g
�� ∂Q

∂y2
+ γ

∂2Q

∂y2
2

��
=

γ

y2
3

�
1 +

ψ2

y3

� ∂Q

∂y2
+ γ

∂2Q

∂y2
2

��
u+

+
1

y2
3

��
Q + γ

∂Q

∂y2

��− 1 +
∂Q

∂y2

ψ2

y3

�−

− ψ2

�Q

y3
+ g
� · � ∂Q

∂y2
+ γ

∂2Q

∂y2
2

�� ≡ 0. (5.21)

Èç óðàâíåíèÿ (5.21) ìîæíî îïðåäåëèòü îñîáîå óïðàâëåíèÿ.
Äëÿ åãî îïòèìàëüíîñòè íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Êåëëè

∂

∂u

�
d2

dt2
H1(t)

�
≥ 0, (5.22)

îòêóäà ñëåäóåò íåîáõîäèìîñòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

γ

y2
3

�
1 +

ψ2

y3

� ∂Q

∂y2
+ γ

∂2Q

∂y2
2

�� ≥ 0. (5.23)

Ïîêàæåì, ÷òî îíî âûïîëíåíî. Äëÿ ýòîãî íàäî âûÿñíèòü çíàê ψ2, òàê
êàê â íàøåì ñëó÷àå Q = ky2

2 , ãäå k > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, êðóãëàÿ
ñêîáêà â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïîëîæèòåëüíà.

Íà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíèàí H(t) ≡ 0, îòêóäà
íà îñîáîì ó÷àñòêå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî H0(t) ≡ 0 (òàê êàê
H1(t) ≡ 0). Íî òîãäà y2 ≡ ψ2

�
Q
y3

+ g
�
, îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

ψ2 =
y2

Q
y3

+ g
> 0.

Èç óñëîâèÿ (5.20) ñëåäóåò γy3 ≡ ψ2

�
Q + γ ∂Q

∂y2

�
, îòêóäà ïîëó÷èì

γy3

�Q

y3
+ g
�

= y2

�
Q + γ

∂Q

∂y2

�
(5.24)

óðàâíåíèå îñîáîé ïîâåðõíîñòè.
Ïîäñòàâëÿÿ â (5.24) âûðàæåíèå Q = ky2

2 , ïîëó÷èì óðàâíåíèå îñî-
áîãî ó÷àñòêà

gy3 =
k

γ
(y3

2 + γy2
2). (5.25)

Â ñâîþ î÷åðåäü (5.21) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

γ
�
gy3 + 3ky2

2 + 2kγy2

�
u− ky2

�
ky3

2 + gy3(3y2 + 4γ)
� ≡ 0. (5.26)
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Ðèñ. 5.4. Îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü

Ïîñêîëüêó y2 ≥ 0, òî â (5.26) êâàäðàòíàÿ ñêîáêà ïðè u áîëüøå íóëÿ,
îòêóäà ñëåäóþò ñòðîãîå íåðàâåíñòâî Êåëëè è îïòèìàëüíîñòü ïîëó-
÷åííîé îñîáîé òðàåêòîðèè.

Èç óðàâíåíèÿ (5.26) âû÷èñëèì îñîáîå óïðàâëåíèå

uoc =
1

γ

ky2

�
ky3

2 + gy3(3y2 + 4γ)
�

gy3 + 3ky2
2 + 2kγy2

. (5.27)

Â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå îñîáîãî ó÷àñòêà (5.25) èìååò
âèä

m = k
v3 + γv2

γg
.

Ñîîòíîøåíèå (5.27) â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

uoc =
1

γ

�
kv2 + mg − mgv(v + 2γ)

v2 + 4γv + 2γ2

�
=

=
kv2(v + 2γ)(3v + 2γ)

γ(v2 + 4γv + 2γ2)
≥ 0. (5.28)

Íà ðèñ.5.4 èçîáðàæåíà ïðîåêöèÿ îñîáîé ïîâåðõíîñòè íà ïëîñ-
êîñòü (v, m).

Â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ
ëèáî äîñòèãíåò îñîáîé ïîâåðõíîñòè, ëèáî íåò. Åñëè äâèãàåìñÿ ïî îñî-
áîìó ó÷àñòêó, òî u0 = uoc. Ïðè ýòîì íóæíî ïðîâåðèòü:

à) ñîõðàíèëèñü ëè îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå;
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á) êàê ñêëåèâàåòñÿ ðåãóëÿðíîå è îñîáîå óïðàâëåíèå.
Íà ðèñ.5.4 èçîáðàæåíà êðèâàÿ A, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

kv2 + mg = γµ, íà êîòîðîé dv/dt = 0 ïðè ìàêñèìàëüíîé òÿãå äâè-
ãàòåëÿ u = µ. Ýòó êðèâóþ òðàåêòîðèè ñèñòåìû ïåðåñåêàþò ñ âåðòè-
êàëüíîé êàñàòåëüíîé.

Ïðè äâèæåíèè ïî

Ðèñ. 5.5. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ðàêå-
òîé

îñîáîé òðàåêòîðèè
dv/dt < 0. Äëÿ âñåõ
òî÷åê îñîáîãî ó÷àñòêà
â îáëàñòè íèæå êðè-
âîé A (â ýòîé îáëàñòè
ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåòñÿ
äâèæåíèå ïðè ñòàðòå
ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ)
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
kv2 + mg < γµ. Òîãäà èç
ôîðìóëû (5.28) ñëåäóåò

uoc =
1

γ

�
kv2 + mg − mgv(v + 2γ)

v2 + 4γv + 2γ2

� ≤ 1

γ
(kv2 + mg) < µ,

ò.å. îñîáîå óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì. Çàâèñèìîñòü îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ u0 îò âðåìåíè ïîêàçàíà íà ðèñ.5.5.

Â îáëàñòè âûøå îñîáîé ïîâåðõíîñòè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
mg > k v3+γv2

γ
è òîãäà â òî÷êàõ ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ H1(τ) = 0

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Ḣ1(τ) < 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â óêàçàííîé
îáëàñòè ïåðåêëþ÷åíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìîæåò ïðîèçîé-
òè òîëüêî ñ áîëüøåé âåëè÷èíû íà ìåíüøóþ. Ñëåäîâàòåëüíî çäåñü
u0(t) = µ ïî êðàéíåé ìåðå äî äîñòèæåíèÿ îñîáîé ïîâåðõíîñòè. Åñëè
îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêàåò îñîáóþ ïîâåðõíîñòü, îíà ïîïà-
äàåò îáëàñòü íèæå îñîáîé ïîâåðõíîñòè, ãäå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
Ḣ1(τ) > 0, ñëåäîâàòåëüíî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå u0(t) = µ äîëæíî
ñîõðàíÿòüñÿ è íåâîçìîæíî îïòèìàëüíûì îáðàçîì ïåðåêëþ÷èòüñÿ íà
çíà÷åíèå u0(t) = 0 ïðè âûãîðàíèè òîïëèâà.

Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòè-
ìàëüíîñòè îïðåäåëÿþò îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ åäèíñòâåííûì îá-
ðàçîì. Îíà ñîñòîèò ëèáî èç äóãè ìàêñèìàëüíîé òÿãè (â ñëó÷àå, êîãäà
çàïàñ òîïëèâà íåäîñòàòî÷åí äëÿ äîñòèæåíèÿ îñîáîé ïîâåðõíîñòè),
èáî èç äóãè ìàêñèìàëüíîé òÿãè è ïðîìåæóòî÷íîé (îñîáîé) òÿãè.

Çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î áûñòðåéøåì ñïóñêå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,

äâèæóùåéñÿ ïî êðèâîé, ðàñïîëîæåííîé â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.
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Ïðè äâèæåíèè âäîëü êðèâîé íà òî÷êó äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëå-
íèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ êâàäðàòó ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Ëåâûé êîíåö
êðèâîé íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à ïðàâûé êîíåö � íà ôèêñè-
ðîâàííîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 5.6). Òðåáóåòñÿ
âûáðàòü òàêóþ ôîðìó êðèâîé, ÷òîáû âðåìÿ ñïóñêà áûëî íàèìåíü-
øèì.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè â ïðîåêöèÿõ íà îñè ñêîðîñòíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò ñëåäóþùèå:

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

M
dV

dT
= S(V )−Mg sin θ

MV
dθ

dT
= −Mg cos θ + R

dH

dT
= V sin θ

dL

dT
= V cos θ

(5.29)

ãäå M � ìàññà òî÷êè, V � âåëè÷èíà ñêîðîñòè, P = −Mg � ñèëà òÿ-
æåñòè, S(V ) = −cxV 2 � ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ, cx = const
� èçâåñòíûé êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ, R � ñèëà ðå-
àêöèè ñâÿçè.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

Ðèñ. 5.6. Áðàõèñòîõðîíà ñ òðåíèåì

çàäàíû:

H(0) = 0, L(0) = 0, V (0) = V0, θ(0) = θ0.

Ôîðìó êðèâîé áó-
äåì âûáèðàòü çà ñ÷åò
âûáîðà îïòèìàëüíîé
çàâèñèìîñòè ñèëû ðåàê-
öèè ñâÿçè R, êîòîðóþ
áóäåì ñ÷èòàòü ëþáîé
êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé
ôóíêöèåé R(T ), ïîä÷èíÿþùåéñÿ îãðàíè÷åíèþ |R(T )| ≤ Rm, ãäå Rm

� çàäàííàÿ êîíñòàíòà.
Êðàåâûå óñëîâèÿ íà ïðàâîì êîíöå òðàåêòîðèè ñëåäóþùèå:

M = {H(Tk) = Lk}, ãäå Tk � ìîìåíò ïðèõîäà íà ìíîãîîáðàçèå M.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ

Tk → min
|R|≤Rm

.

Ïðîâåäåì íîðìàëèçàöèþ è îáåçðàçìåðèâàíèå ñèñòåìû (5.29), äëÿ
÷åãî ââåäåì õàðàêòåðíóþ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ V ∗ è õàðàêòåðíîå âðå-
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ìÿ äâèæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì V ∗ = gT ∗. Ïóñòü õàðàêòåð-
íûå âåëè÷èíû ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàò ñëåäóþ-
ùèå: L∗ = V ∗T ∗ è H∗ = V ∗T ∗. Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå
t, v, x, y, m, u, ãäå T = tT ∗, V = vV ∗, H = yH∗, L = xL∗, M = mM∗,
R = uR∗. Áàëàíñ ñèë (ïðè c∗x ≈ 1êã/ì) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì
M∗g = c∗xV ∗2 = R∗.

Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (5.29) ïðèìåò âèä
8
>>>>><
>>>>>:

ẋ = v cos θ

ẏ = v sin θ

v̇ = −k1v
2 − sin θ

θ̇ =
ku− cos θ

v

(5.30)

ãäå êîýôôèöèåíòû k = 1/m, k1 = cx/(kc∗x), à óïðàâëåíèå
|u| ≤ µ = Rm/gM∗. Âûáåðåì â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî çíà÷åíèÿ
V ∗ = V0 > 0.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (5.30) ñëåäóþùèå: x(0) = 0,
y(0) = 0, v(0) = 1, θ(0) = θ0. Kðàåâîå óñëîâèå íà ïðàâîì êîíöå:
x(tk) = lk > 0.

Îáîçíà÷èì z = t è ôîðìàëüíî äîáàâèì ê ñèñòåìå (5.30) óðàâ-
íåíèå ż = 1. Òîãäà â ðàñøèðåííîé ñèñòåìå ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà
óïðàâëåíèÿ ïðèìåò âèä

ϕ0 = z(tk) → min
u

.

Ïðèìåíèì ÏÌÏ. Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä

H = (ψ1 cos θ + ψ2 sin θ)v + ψ3(−k1v
2 − sin θ) +

ψ4

v
(ku− cos θ) + ψ5

Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ íà èíòåðâàëå
(0, tk) âûïîëíåíî óñëîâèå v > 0. Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ïðèâî-
äÿò ê óñëîâèÿì íà ïðàâîì êîíöå òðàåêòîðèè

ψ(tk) + λ0

0
BBBB@

0
0
0
0
1

1
CCCCA
⊥ M

îòêóäà ψ2(tk) = 0, ψ3(tk) = 0, ψ4(tk) = 0, ψ5(tk) = −λ0 ≥ 0.
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Ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì
8
>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

ψ̇1 = 0

ψ̇2 = 0

ψ̇3 = ψ1 cos θ − ψ2 sin θ + 2k1vψ3 +
ψ4

v2
(ku− cos θ)

ψ̇4 = v(ψ1 sin θ − ψ2 cos θ) + ψ3 cos θ − ψ4 sin θ

v

ψ̇5 = 0

(5.31)

Èç óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíîñòè ñëåäóåò ψ2 = 0. Íîðìèðóåì ψ1 = 1.
Èç óñëîâèÿ H(tk) = 0 ñëåäóåò cos θ(tk)v(tk) = λ0.

Íà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíèàí

H = cos θv + ψ3(−k1v
2 − sin θ) +

ψ4

v
(ku− cos θ)− λ0 = H0 + H1u ≡ 0.

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå èìååò âèä

u0 =

8
><
>:

µ ïðè H1 > 0

−µ ïðè H1 < 0

uoc ïðè H1 ≡ 0

(5.32)

ãäå H1 = kψ4
v

. Ïîñêîëüêó k, v > 0, âñå çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ ψ4.
Íàéäåì îñîáîå óïðàâëåíèå. Íà îñîáîì ó÷àñòêå H1 ≡ 0, îòêóäà

ψ4(t) ≡ 0 ïðè t ∈ [t′t”]. Íà îñîáîì ó÷àñòêå òàêæå Ḣ1 ≡ 0, îòêóäà
ñëåäóåò ψ̇4 ≡ 0 è ψ3 cos θ + v sin θ ≡ 0, îòêóäà ψ3 = −v tg θ.

Âðåìåííî ïðåäïîëîæèì, ÷òî îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå íåò:
µ = ∞, òîãäà íà âñåé îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè áóäåò îñîáûé ðåæèì.
Íà ïðàâîì êîíöå âûïîëíåíî ψ3(tk) = 0, ïîòîìó tg(θk) = 0, îòêóäà
ñëåäóåò θk = 0 (ïðè |θ| ≤ π

2
).

Èç óñëîâèÿ H(t′) = 0 ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

λ0 = v′ cos θ′ + k1v
′3 tan θ′ + v′ sin θ′ tan θ′ = vk cos θk = vk,

ãäå v′, θ′ � ñêîðîñòü è óãîë íàêëîíà â ìîìåíò ïðèõîäà íà îñîáóþ
òðàåêòîðèþ. Ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé íà ðåàêöèþ ñâÿçè ýòî ñî-
îòíîøåíèå ñâÿçûâàåò êîíå÷íóþ ñêîðîñòü êîëå÷êà ñ íà÷àëüíûì óãëîì
θ0 (v0 = 1).

Íà îñîáîé òðàåêòîðèè âûïîëíåíî Ḧ1 ≡ 0, îòêóäà

k

v

�
sin θv̇ + v cos θθ̇ + ψ̇3 cos θ − ψ3 sin θθ̇

�
= a(ψ, x)u + b(ψ, x) ≡ 0,
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ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

x = (v, θ), a(ψ, x) = k(cos θ − ψ3
sin θ

v
) = k(cos θ +

sin2 θ

cos θ
) =

k

cos θ
.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè Êåëëè âûïîëíåíî ïðè
|θ| ≤ π

2
.

Ïðåîáðàçóåì

b(ψ, x) = − sin2 θ − k1v
3 sin θ − cos2 θ − cos2 θ − 2k1v

2 sin θ − sin2 θ =

= −2− 3k1v
2 sin θ.

Îñîáîå óïðàâëåíèå ïðèìåò âèä

uoc =
(2 + 3k1 sin θv2) cos θ

k
.

Ïîäñòàâèâ ýòî ðåøåíèå â ñèñòåìó óðàâíåíèé (5.30) è âûïèøåì
óðàâíåíèÿ, êîòîðûì ïîä÷èíÿþòñÿ îñîáûå êðèâûå íà ïëîñêîñòè ïà-
ðàìåòðîâ (θ, v): 8

<
:

v̇ = −k1v
2 − sin θ

θ̇ =
(1 + 3k1v

2 sin θ) cos θ

v

(5.33)

Ñèñòåìà èíòåãðèðóåòñÿ íà îòðåçêå âðåìåíè [0, t0k], êîòîðûé îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç êðàåâûõ óñëîâèé ( ïðè µ = ∞ v′ = v0 ) äëÿ ýòîé ñèñòåìû:

v(t0k) = vk = cos θ′ + tan θ′(1 + sin θ′)

Ïðè ýòîì âûïîëíåíû óñëîâèÿ

lk =

Z t0k

0

v(t) cos θ(t)dt, vk − 1 = −
Z t0k

0

(k1v
2 + sin θ)dt

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè çàäàííîì lk îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ìãíîâåííî
ïåðåñêàêèâàåò èç ïîëîæåíèÿ (θ0, 1) â òî÷êó (θ′, 1), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
îïòèìàëüíîìó ðåãóëÿðíîìó äâèæåíèþ, à äàëåå äâèæåíèå äî êîíå÷-
íîãî ìîìåíòà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îñîáîé êðèâîé.

Ñèñòåìà (5.33) ïðè |θ| ≤ π
2
èìååò 2 îñîáûõ òî÷êè (θc, vc)

A =

 
− arcsin

r
1

3
,

s
1√
3k1

!
B =

 
−π

2
,

r
1

k1

!

Òî÷êà A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñîáóþ òî÷êó òèïà ñåäëà, à òî÷êà B �
óçåë.
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Ðèñ. 5.7. Ôàçîâûé ïîðòðåò

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè À. Ïðè k1 = 1 ëèíå-
àðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ èìåþò âèä:

8
>><
>>:

∆v̇ = − 2
4
√

3
∆v −

r
2

3
∆θ

∆θ̇ = −2
√

2∆v +
2
4
√

3
∆θ

(5.34)

Ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1 = − 2
√

2
4√3

ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð ( 33/4(1+

√
2)

3
√

2
, 1), à çíà÷åíèþ λ2 = 2

√
2

4√3
� âåêòîð

(− 33/4(−1+
√

2)

3
√

2
, 1).

Íà ðèñ. 5.7 ïðåäñòàâëåíà êàðòèíà ôàçîâûõ êðèâûõ íà ïëîñêî-
ñòè (θ, v) ïðè k1 = 1. Æèðíûì ëèíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ñåïàðàòðèñû
îñîáûõ ýêñòðåìàëåé.

Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ñîñòîèò èç êóñêà ðåãóëÿðíîé êðèâîé
(u = ±µ ïðè t ∈ [0, t′]), ãäå θ ìåíÿåòñÿ îò θ0 äî θ′, à v � îò 1 äî v′ è
êóñêà îñîáîé êðèâîé � îò òî÷êè (θ′, v′) äî (0, vk).

Íà ðèñ. 5.8 à) ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè, óãëà íàêëîíà òðà-
åêòîðèè, à òàêæå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îò âðåìåíè, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ñëó÷àþ θ0 = 0, lk = 0, 45, k = k1 = 1, µ = 2.

Ïðè çàäàííîì θ0 ÷èñëåííûé ïîèñê çíà÷åíèÿ θ′ è t′ ïðè áîëüøèõ
lk çàòðóäíåí, ïîñêîëüêó ðåøåíèå î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíî ê èçìåíåíèþ
ýòèõ ïàðàìåòðîâ.

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè lk(t′) îò ìîìåíòà ïåðåêëþ÷åíèÿ íà îñîáûé
ó÷àñòîê t′ è ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó äâèæåíèþ îïòèìàëüíîå âðåìÿ
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a) á)

Ðèñ. 5.8.

tk äëÿ ðàçëè÷íû çíà÷åíèé íà÷àëüíîãî óãëà θ0 ïîêàçàí íà ðèñ. 5.8 á).

Ó÷àùàþùèåñÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ
Âîïðîñ î ñîïðÿæåíèè ðåãóëÿðíîãî è îñîáîãî ó÷àñòêîâ îïòè-

ìàëüíîé òðàåêòîðèè îñòàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî èçó÷åííûì. Áîëüøèí-
ñòâî ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ èëè äà-
æå êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêèõ óïðàâëåíèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñîïðÿ-
æåíèÿ. Ïåðâûé ïðèìåð çàäà÷è, â êîòîðîé ñîïðÿæåíèå ðåãóëÿðíîãî
è îñîáîãî ó÷àñòêîâ ïðîèñõîäèò ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé
íà êîíå÷íîì îòðåçêå âðåìåíè ïðèíàäëåæèò À.Ò.Ôóëëåðó. Ïðè ýòîì
òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ íàêàïëèâàþòñÿ ê òî÷êå ñîïðÿæåíèÿ ðåãóëÿð-
íîãî ó÷àñòêà ñ îñîáûì, âîçíèêàåò òàê íàçûâàåìûé ÷åòåðèíã-ðåæèì
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïðè q = 1 ñîïðÿæåíèå ó÷àñòêîâ îñîáîãî è íåîñîáîãî óïðàâëåíèÿ
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåêëþ÷åíèé íåîñîáîãî
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïðè ÷åòíîì q îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íà íåîñîáîì ó÷àñòêå íå
ìîæåò áûòü êóñî÷íî�íåïðåðûâíûì. Ðàçðûâû óïðàâëåíèÿ (òî÷êè ïå-
ðåêëþ÷åíèÿ) ñãóùàþòñÿ ê òî÷êå ñîïðÿæåíèÿ ñ îñîáûì ó÷àñòêîì è
îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå îêàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöè-
åé ñî ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàçðûâà. Èçâåñòíû ïðèìåðû ñîïðÿ-
æåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé è äëÿ îñîáîãî ó÷àñòêà
íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, áîëüøåãî åäèíèöû [13].

Çàäà÷è 5.61 - 5.62 ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ ñîïðÿæåíèå ðåãóëÿðíûõ è îñîáûõ ó÷àñòêîâ
ìîæåò ïðîèñõîäèòü ñ ïîìîùüþ ÷åòåðèíã-ðåæèìîâ [13], õîòÿ èññëåäî-
âàíèå òàêèõ ðåæèìîâ âûõîäèò çà ðàìêè ýòîãî ñáîðíèêà.
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Îïòèìàëüíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ ïðè íåîãðàíè÷åííûõ ðåñóðñàõ
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé íà ôèêñèðîâàííîì

îòðåçêå âðåìåíè t ∈ [t0, tk], t0 < tk ≤ ∞

ẋ = Ax + Bu, x(t0) = a 6= 0

ïðè ôóíêöèîíàëå êà÷åñòâà

J(u) =

Z tk

t0

(x>Gx + u>Nu)dt + x(tk)>Fx(tk) → min
u(·)

Çäåñü G = G> ≥ 0, N = N> > 0, F = F> ≥ 0 � èçâåñòíûå ñèììåò-
ðè÷íûå ìàòðèöû, ò.å. ïîñòàâëåíà çàäà÷à ìèíèìèçàöèè îòêëîíåíèé è
ðåñóðñîâ óïðàâëåíèÿ.

Ìîæíî ïîêàçàòü [1], ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èìååò
âèä ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè u0 = −N−1B>Lx, ãäå ñèììåòðè÷íàÿ è
íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà L ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíå-
íèÿ Ðèêêàòè

L̇+ LA + A>L+ G− LBN−1B>L = 0, L(tk) = F. (5.35)

Çàìåòèì, ÷òî êðàåâîå óñëîâèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàäàíî íà ïðàâîì
êîíöå t = tk.

Òàêèì îáðàçîì, îñóùåñòâëåí îïòèìàëüíûé ñèíòåç ñèñòåìû ñòàáè-
ëèçàöèè, òàê êàê ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì è
óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ëèíåéíà.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà ñòàöèîíàðíà, à âðåìÿ óïðàâ-
ëåíèÿ áåñêîíå÷íî, ò.å. t0 = 0, tk = ∞, A, B, G, N = const. Â ýòîì
ñëó÷àå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü J(u) →∞.

Äîáàâèì óñëîâèå óïðàâëÿåìîñòè ïàðû ìàòðèö (A, B)

rank [B, AB, . . . , An−1B] = n, A, B = const.

Òîãäà óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñòàáèëèçèðóåìà, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-
ñòâóþò óïðàâëåíèÿ u = Kx òàêèå, ÷òî |x(t)| ≤ Ce−λt è ôóíêöèîíàë
J(u) êîíå÷åí. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à èìååò ñìûñë è
âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [12]:

Òåîðåìà 1 Åñëè ñèñòåìà óïðàâëÿåìà è íàáëþäàåìà ïàðà ìàòðèö
(A, C), ãäå ìàòðèöà C � êâàäðàòíûé êîðåíü èç ìàòðèöû G = CC>,
òî ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà L0 ≥ 0 òàêàÿ, ÷òî

à) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè äëÿ êîíå÷íûõ tk

lim
tk→∞

L(0) = L0 ≥ 0 ïðè ëþáûõ F ≥ 0;
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á) ìàòðèöà L0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì àëãåáðàè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè

L0A + A>L0 + G− L0BN−1B>L0 = 0; (5.36)

â) ìàòðèöà A−BN−1B>L0 ãóðâèöåâà;
â) óïðàâëåíèå u0 = −N−1B>L0x ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à îï-

òèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ðàâíî J(u0) = x(0)>L0x(0).

Ñîâìåñòíàÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ
ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìîé

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà íåò ïîëíîé èíôîðìàöèè î ñî-
ñòîÿíèè ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû

ẋ = Ax + Bu + q,

z = Hx + r.
(5.37)

Çäåñü q � áåëûé øóì ñ èíòåíñèâíîñòüþ M [q(t)qT (τ)] = Qδ(t − τ),
r � áåëûé øóì ñ èíòåíñèâíîñòüþ M [r(t)rT (τ)] = Rδ(t − τ),
M [x(0)rT (s)] = 0, M [q(t)rT (s)] = 0, M [x(0)qT (s)] = 0.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óïðàâëåíèå íàäî ôîðìèðîâàòü ïî
îöåíêå u = Kx̃, ãäå êîýôôèöèåíòû îáðàòíîé ñâÿçè âûáèðàþòñÿ òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

J(u) = M

�Z tk

t0

(x>Gx + u>Nu)dt + x(tk)>Fx(tK)

�
→ min

u(·)
(5.38)

Îöåíêà è óïðàâëåíèå â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñâÿçàíû. Óïðàâ-
ëåíèå âëèÿåò íà îöåíêó è íàîáîðîò. Òîò ôàêò, ÷òî ýòè çàäà÷è ìîæíî
ðàçäåëèòü, ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû ðàçäåëåíèÿ.

Ïóñòü x̃ � îïòèìàëüíàÿ îöåíêà êîîðäèíàò x, äîñòàâëÿåìàÿ ëè-
íåéíûì îöåíèâàòåëåì âèäà

˙̃x = Ax̃ + Bu + K̃(z −Hx̃), (5.39)
K̃ = PH>R−1,

Ṗ = AP + PA> + Q− K̃RK̃>, P (0) = P 0.

Çäåñü P = M [∆x(t)∆x(t)>], ∆x = x − x̃ � îøèáêà îöåíêè. Êàê ñëå-
äóåò èç ñôîðìóëèðîâàííîé íèæå òåîðåìû ðàçäåëåíèÿ [12], çàäà÷ó
âûáîðà êîýôôèöèåíòîâ îáðàòíîé ñâÿçè ðåãóëÿòîðà è îöåíèâàòåëÿ
ìîæíî ðåøàòü ðàçäåëüíî.
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Òåîðåìà 2 Äëÿ çàäà÷è î ñòîõàñòè÷åñêîì ðåãóëÿòîðå ñ
íåïîëíûìè íàáëþäåíèÿìè îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ óïðàâëåíèå
u0 = −N−1BTLx̃, ãäå L � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè (5.35), à x̃
� ëèíåéíàÿ îöåíêà ïî èçìåðåíèþ z(τ), τ ∈ [0, t] ñ ìèíèìàëüíîé
ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêîé, îïðåäåëÿåìàÿ ôèëüòðîì Êàëìàíà
(5.39).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ïðè áåñêîíå÷-
íîì âðåìåíè ñòàáèëèçàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå, âîîáùå ãîâîðÿ, îïòèìàëü-
íîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (5.38) áåñêîíå÷íî, ò.å. J(u) → ∞ ïðè
tk → ∞. Ïîýòîìó â äàííîé çàäà÷å áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü ñðåäíþþ
öåíó çà åäèíèöó âðåìåíè, ò.å

J(u) = lim
tk→∞

1

tk
M [

Z tk

0

(x>Gx + u>Nu)dt] → min
u(·)

. (5.40)

Ýêâèâàëåíòíûé êðèòåðèé èìååò âèä

J(u) = lim
tk→∞

M
�
x>Gx + u>Nu

� → min
u(·)

. (5.41)

Äîïîëíèòåëüíûå ìàòåðèàëû ïî äàííîé ãëàâå ìîæíî íàéòè â èñ-
òî÷íèêàõ [1, 2, 7, 15, 13, 8, 4, 12, 10].

5.1. Çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ
Çàäà÷à 5.1. Íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è îïòèìàëüíóþ òðà-

åêòîðèþ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ẋ = u, |u(t)| ≤ A â çàäà÷å áûñòðåé-
øåãî ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ x(0) = a â ñîñòîÿíèå x(tk) = b.

Çàäà÷à 5.2. Ïåðåâåñòè óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó ẋ−x = u, |u(t)| ≤ 1
èç ñîñòîÿíèÿ x(0) 6= 0 â ñîñòîÿíèå x(tk) = 0 çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ
tk. Âûïèñàòü îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ.

Çàäà÷à 5.3. Ïîñòðîèòü ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ò.å.
íàéòè åãî â âèäå ôóíêöèè òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ) äëÿ ñèñòåìû ẍ = u
â çàäà÷å ïåðåõîäà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x2(0) + ẋ2(0) 6= 0 â íà-
÷àëî êîîðäèíàò çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ tk ïðè ñëåäóþùèõ âàðèàíòàõ
îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ:

a) |u(t)| ≤ 1 á) 0 ≤ u(t) ≤ 1.
Çàäà÷à 5.4. Ïîñòðîèòü ñèíòåç ýêñòðåìàëåé Ïîíòðÿãèíà â çàäà-

÷å áûñòðåéøåãî ïåðåõîäà èç ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íà
òåðìèíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (x(tk), ẋ(tk))> ∈M, çàäàííîå óðàâíåíè-
ÿìè

a) M = {x = 0}; á) M = {ẋ = 0}.
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Äâèæåíèå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèÿì ẍ = u,
|u(t)| ≤ 1.

Çàäà÷à 5.5. Îñóùåñòâèòü îïòèìàëüíûé ïî áûñòðîäåéñòâèþ ñèí-
òåç äëÿ ñèñòåìû ẍ = u, |u(t)| ≤ 1 â çàäà÷å ïåðåõîäà èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ x2(0) + ẋ2(0) > R2 (R > 1) íà òåðìèíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå
(x(tk), ẋ(tk))> ∈M = {x2 + ẋ2 = R2}. Óêàæèòå òå òî÷êè òåðìèíàëü-
íîé îêðóæíîñòè, êîòîðûå äîñòèãàþòñÿ îïòèìàëüíûìè òðàåêòîðèÿ-
ìè. Ïðîâåðüòå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîãî ñèíòåçà ïî Áîëòÿíñêîìó.

Çàäà÷à 5.6. Îñóùåñòâèòü ñèíòåç óïðàâëåíèÿ â çàäà-
÷å îïòèìàëüíîãî ïî âðåìåíè ïåðåõîäà èç íà÷àëüíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ x2(0) + R2ẋ2(0) > R2 (R ≤ 1) íà ìíîãîîáðàçèå
(x(tk), ẋ(tk))> ∈ M = {x2 + R2ẋ2 = R2} äëÿ óïðàâëÿåìîé ñè-
ñòåìû ẍ = u, |u(t)| ≤ 1. Óêàæèòå òî÷êè òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà,
êîòîðûå äîñòèãàþòñÿ îïòèìàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè. Ïðîâåðüòå óñëî-
âèÿ ðåãóëÿðíîãî ñèíòåçà ïî Áîëòÿíñêîìó. Ðàññìîòðèòå ïðåäåëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è ïðè R →∞.

Çàäà÷à 5.7. Îñóùåñòâèòü îïòèìàëüíûé ïî áûñòðîäåéñòâèþ ñèí-
òåç â çàäà÷å ïåðåõîäà â íà÷àëî êîîðäèíàò äëÿ ñëåäóþùèõ óïðàâëÿ-
åìûõ ñèñòåì:

à) ẍ + x = u á) ẍ− x = u

â) ẍ + ẋ = u ã) ẍ− ẋ = u.
Îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ |u(t)| ≤ 1. Îïðåäåëè-

òå íà÷àëüíûå òî÷êè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
ðåøåíèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 5.8. Ïîñòðîèòü ñèíòåç ýêñòðåìàëåé Ïîíòðÿãèíà óïðàâ-
ëåíèÿ â çàäà÷å áûñòðåéøåãî ïåðåâîäà ñèñòåìû ẍ + x = u, |u(t)| ≤ 1
íà òåðìèíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (x(tk), ẋ(tk))> ∈M = {x2 + ẋ2 = R2}.

Ïðîâåðèòü óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîãî ñèíòåçà ïî Áîëòÿíñêîìó.
Çàäà÷à 5.9. Ïîñòðîèòü ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â

çàäà÷å áûñòðåéøåãî ïåðåâîäà ñèñòåìû ẍ − x = u èç ñî-
ñòîÿíèÿ x2(0) + ẋ2(0) > R2 (R < 1) íà ìíîãîîáðàçèå
(x(tk), ẋ(tk))> ∈ M = {x2 + ẋ2 = R2} ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ
íà óïðàâëåíèå

a) |u(t)| ≤ 1 á) 0 ≤ u(t) ≤ 1.
Çàäà÷à 5.10. Ïîñòðîèòü ñèíòåç îïòèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåé-

ñòâèþ óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ẍ = u, |u(t)| ≤ 1 â çàäà÷å ïðèõîäà èç
ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íà òåðìèíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå
(x(tk), ẋ(tk))> ∈M, ãäå

à) M = {x− ẋ = 0} á) M = {x = ẋ2}.
Çàäà÷à 5.11. Íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è îïòèìàëüíóþ
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òðàåêòîðèþ â çàäà÷å: ïåðåâåñòè ñèñòåìó ẍ + ux = 0, ãäå 1 ≤ u(t) ≤ 4,
èç ïîëîæåíèÿ x(0) = 1, ẋ(0) = 0 â ïîëîæåíèå ẋ(tk) = 0 çà ìèíèìàëü-
íîå âðåìÿ tk.

Çàäà÷à 5.12. Íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è îïòèìàëüíóþ
òðàåêòîðèþ â çàäà÷å áûñòðåéøåãî ïåðåõîäà ñèñòåìû ẍ + ux = 0,
1 ≤ u(t) ≤ 4 èç ïîëîæåíèÿ x(0) = 0, ẋ(0) = 1 â ïîëîæåíèå ẋ(tk) = 0
çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ tk.

Çàäà÷à 5.13. Ïåðåâåäèòå ñèñòåìó ẍ+ux = 0, ãäå 1 ≤ u(t) ≤ 4, èç
ïîëîæåíèÿ x(0) = 1, ẋ(0) = 0 â ïîëîæåíèå ẋ(tk) = 0 çà ìàêñèìàëüíîå
âðåìÿ tk.
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5.2. Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ ïîäâèæíûì ïðà-
âûì êîíöîì òðàåêòîðèè

Çàäà÷à 5.14. Ðåøèòü çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì îòêëîíå-
íèè íà ¾ïîëóïåðèîäå¿ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ẍ + ux = 0,
0 < umin ≤ u ≤ umax, ãäå umin, umax � çàäàííûå êîíñòàíòû. Íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ x(0) = 1, ẋ(0) = 0, à óñëîâèå íà ïðàâîì êîíöå èìååò âèä
ẋ(tk) = 0. Ìèíèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë õàðàêòåðèçóåò ìàêñèìàëü-
íî âîçìîæíóþ àìïëèòóäó êîëåáàíèé â ñèñòåìå: J = x(tk) → minu(·).
Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ.

Çàäà÷à 5.15.
Íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ â çà-

äà÷å: J = ẋ(tk) → minu(·) äëÿ ñèñòåìû ẍ + ux = 0 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
0 < umin ≤ u ≤ umax è ïðè óñëîâèÿõ x(0) = 0, ẋ(0) = 1, x(tk) = 0.

Çàäà÷à 5.16.
Íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ â çà-

äà÷å
J = −1

2
(x(tk)2 + ẋ(tk)2) → min

u(·)

äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ẍ + x = u ïðè îãðàíè÷åíèÿõ |u| ≤ 1 ñ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = 3, ẋ(0) = 0 è óñëîâèÿìè íà ïðàâîì
êîíöå òðàåêòîðèè:

a) ẋ(tk) = 0, á) tk = π.
Çàäà÷à 5.17. Äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ẋ = u, |u| ≤ 1, x(0) 6= 0

ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ

a) J =
TR
0

x2

2
dt, á) J = 1

2

TR
0

(x2 + u2) dt

ïðè ôèêñèðîâàííîì T .
Çàäà÷à 5.18. Íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è îïòèìàëüíóþ

òðàåêòîðèþ â çàäà÷å

J = −1

2
(x(tk)2 + ẋ(tk)2) → min

u(·)

äëÿ ñèñòåìû ẋ = u, |u| ≤ 1 ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì x(0) = 0 è
êîíå÷íûì ñîñòîÿíèåì x(1) = 1.

Çàäà÷à 5.19. Íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è îïòèìàëüíóþ
òðàåêòîðèþ â çàäà÷å J = x(tk) → minu(·) äëÿ ñèñòåìû ẍ = u, |u| ≤ 1
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = ẋ(0) = 0 è òåðìèíàëüíûì óñëîâèåì
ẋ(1) = 0.

Çàäà÷à 5.20. Íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, îïòèìàëüíóþ
òðàåêòîðèþ â çàäà÷å ïåðåõîäà ñèñòåìû ẍ + x = u èç ñîñòîÿíèÿ
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x(0) = ẋ(0) = 0 â ñîñòîÿíèå x(π
2
) = a ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà ôóíê-

öèîíàëà

J =

π/2Z

0

u2dt.

Çàäà÷à 5.21. Íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è îïòèìàëüíóþ
òðàåêòîðèþ â çàäà÷å

J =
1

2

tkZ

0

u2dt → min
u

äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ẍ = u ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
x(0) = 0, ẋ(0) = 0 è êîíå÷íûì ñîñòîÿíèåì

a) x(tk) = 1, ẋ(tk) = 1, á) x(tk) = 1, ẋ(tk) = 2,
â) x(tk) = 6, ẋ(tk) = 3, ã) x(tk) = 6, ẋ(tk) = 3.
Çàäà÷à 5.22. Çàäàíà ëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

ẋ = Ax + Bu. Íàéòè íà çàäàííîì èíòåðâàëå [t0, tk] óïðàâëåíèå
u0(t), ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó èç íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ x(t0) = 0 â
ñîñòîÿíèå x(tk) = ξ ñ ìèíèìàëüíûìè ýíåðãåòè÷åñêèìè çàòðàòàìè

J =

Z t1

t0

uT (t)u(t) dt → min
u

.

Çàäà÷à 5.23. Íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è îïòèìàëüíóþ
òðàåêòîðèþ â çàäà÷å:

J =

2Z

0

(x + ẋ) dt → min
u(·)

, |u| ≤ 1.

Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà çàäàíà óðàâíåíèåì ẍ = u ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè x(0) = ẋ(0) = 0 è óñëîâèåì íà ïðàâîì êîíöå ẋ(2) = 0.

Çàäà÷à 5.24. Íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è îïòèìàëüíóþ
òðàåêòîðèþ â çàäà÷å: J = −x(tk) → minu(·) äëÿ óïðàâëÿåìîé ñè-
ñòåìû ẍ + x = u, |u| ≤ 1 ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè è êîíå÷íûìè
óñëîâèÿìè:

a) x(0) = −2, ẋ(0) = 0, ẋ(tk) = 0;
á) x(0) = 0, ẋ(0) = 0, ẋ(tk) = 0;
â) x(0) = −2, ẋ(0) = 0, ẋ(π) = 0;
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Çàäà÷à 5.25. Ïîñòðîéòå ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â çà-
äà÷å

ẍ = u, |u| ≤ 1, J =

Z t1

0

�
1 +

3

4
|u|
�

dt → min
u

,

ẋ2(0) + x2(0) 6= 0, ẋ(tk) = x(tk) = 0.

Çàäà÷à 5.26. Ïîñòðîéòå ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â çà-
äà÷å

ẍ = u, |u| ≤ 1, J =

Z tk

0

�
1 +

1

2
u2
�
dt → min

u
,

ẋ2(0) + x2(0) 6= 0, ẋ(tk) = x(tk) = 0.

Çàäà÷à 5.27. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ,
èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà:

à)
1R
0

(ẋ2 + x2) dx− x2(1) → min . x(0) = 1.

á)
1R
0

x2ẋ2 dx + x2(1) → min . x(0) = 1.

â)
TR
0

(ẋ2 −+x) dx → min . x(0) = 0, x(T ) = 2.

ã)
1R
0

(t2x− ẋ2) dx → max . x(0) = 0, x(1) = 0.

Çàäà÷à 5.28. Ðåøèòü çàäà÷è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, èñïîëü-
çóÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â ëàãðàíæåâîé è ãàìèëüòî-
íîâîé ôîðìàõ. Ïðîâåñòè ñðàâíåíèå.

à)
1R
0

(ẍ2 − 48x) dx → min . x(0) = 0, ẋ(0) = 0.

á)
π
2R
0

(ẍ2 − ẋ2) dx → max, x(0) = 0, ẋ(0) = 1, ẋ(π
2
) = 1.

â)
TR
0

(ẍ2+ẋ2) dx → min, x(0) = 0, ẋ(0) = 0, x(T ) = 2, ẋ(T ) = 1.

Çàäà÷à 5.29. Ïîäúåì ðàêåòû â áåçâîçäóøíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î âåðòèêàëüíîì ïîäúåìå ðàêåòû ñ îãðàíè÷åí-
íûì êîëè÷åñòâîì òîïëèâà íà ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ èìåþò âèä: 8

>>>><
>>>>:

ḣ = v,

v̇ =
P

m
− g,

ṁ = −P

c
.
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Íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå óñëîâèÿ çàäàíû â âèäå v(0) = v0, h(0) = h0,
m(0) = m0, v(tk) = 0, m(tk) = mT . Îáîçíà÷åíèÿ èìåþò òîò æå
ñìûñë, ÷òî è â çàäà÷å 1.7. Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñèëà òÿãè äâèãàòåëÿ P (t), íà êîòîðóþ íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ âèäà
0 ≤ P (t) ≤ P̄ . Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèî-
íàëà G = −h(tk), ãäå tk � âðåìÿ îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà, îïðåäåëÿåìîå
èç óñëîâèÿ v(tk) = 0.

Äëÿ äàííîé çàäà÷è çàïèøèòå ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà, óðàâíåíèÿ
äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ è óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè. Îïðå-
äåëèòå óïðàâëåíèå èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè Ïîíòðÿãèíà. Ïî-
êàæèòå, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ íå ñîäåðæèò îñîáûõ ó÷àñòêîâ,
ïîñòðîéòå ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Çàäà÷à 5.30. Çàäà÷à ìÿãêîé ïîñàäêè â áåçâîçäóøíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä

8
>>>><
>>>>:

ḣ = v,

v̇ = −P

m
+ g,

ṁ = −P

c
.

Îáîçíà÷åíèÿ è îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå òå æå, ÷òî â çàäà÷å 5.29,
îñü h íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî âíèç. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä
v(0) = v0, h(0) = h0, m(0) = m0, v(tk) = 0, h(tk) = 0.

Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà
G = −m(tk), ãäå tk � âðåìÿ îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà, îïðåäåëÿåìîå èç
óñëîâèÿ h(tk) = 0.

Äëÿ äàííîé çàäà÷è çàïèøèòå ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà, óðàâíåíèÿ
äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ è óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè. Îïðå-
äåëèòå óïðàâëåíèå èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè Ïîíòðÿãèíà. Ïî-
êàæèòå, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ íå ñîäåðæèò îñîáûõ ó÷àñòêîâ,
ïîñòðîéòå ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Çàäà÷à 5.31. Îïòèìàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå íàïðàâëåíèÿ âåê-
òîðà òÿãè ïðè ïðåíåáðåæèìî ìàëûõ âíåøíèõ ñèëàõ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ðàêåòà, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïîñòîÿííîé
ìàññû m, äâèæåòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè (x, y) ïîä äåéñòâèåì
ñèëû òÿãè F = ma(t). Ïóñòü â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ìàññà ðàêåòû ìå-
íÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî è óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè ïðåíåáðåæèìî ìà-
ëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèëîé òÿãè. Ðåàêòèâíîå óñêîðåíèå a(t) ñ÷èòàåòñÿ
èçâåñòíîé ôóíêöèåé âðåìåíè, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå � ïîñòîÿííîé.
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Äâèæåíèå ðàêåòû îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé
8
>><
>>:

ẋ = vx,
ẏ = vy,
v̇x = a cos u,
v̇y = a sin u,

ãäå vx, vy � ñîîòâåòñòâåííî ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùèå ñêîðîñòè ðàêåòû, u = θ(t) � óãîë ìåæäó ñèëîé òÿãè è îñüþ
x, ðàññìàòðèâàåìûé â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ. Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà, çàâèñÿùåãî òîëüêî îò êîíå÷íûõ
óñëîâèé èëè ìèíèìèçàöèÿ âðåìåíè.

Âûïèøèòå ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà, óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñîïðÿ-
æåííûõ ïåðåìåííûõ è óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè. Èç óñëîâèÿ ìàê-
ñèìóìà ôóíêöèè Ïîíòðÿãèíà ïî óïðàâëåíèþ ïîëó÷èòå, ÷òî îïòè-
ìàëüíîå íàïðàâëåíèå ñèëû òÿãè âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

tg θ =
Ψ4

Ψ3
=
−c2t + c4

−c1t + c3
,

íàçûâàåìîé çàêîíîì äðîáíî-ëèíåéíîãî òàíãåíñà.
Çàäà÷à 5.32. Ìàêñèìèçàöèÿ ñêîðîñòè ðàêåòû â êîíöå ó÷àñòêà

åå âûâåäåíèÿ íà ïðÿìîëèíåéíóþ òðàåêòîðèþ. Ðàññìîòðèì ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è 5.31. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çà çàäàí-
íîå âðåìÿ T ïåðåâåñòè ðàêåòó íà òðàåêòîðèþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè Ox
è îòñòîÿùóþ îò íåå íà ðàññòîÿíèå h òàê, ÷òîáû â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ
ïðîöåññà ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè áûëà ìàêñèìàëüíà.
Êðàåâûå óñëîâèÿ è ìèíèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë èìåþò âèä

vx(0) = 0, vy(0) = 0, x(0) = 0,
y(0) = 0, y(T ) = h, vy(T ) = 0,
J = −vx(T ).

à) Ïîêàæèòå, ÷òî ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé, ïîëó÷åííûé â çàäà÷å
5.31 çàêîí äðîáíî-ëèíåéíîãî òàíãåíñà ñòàíîâèòñÿ çàêîíîì ëèíåéíîãî
òàíãåíñà è ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå tg θ = tg θ0− ct, ãäå âåëè÷èíû θ0 è
c îïðåäåëÿþòñÿ èç äâóõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
á) Ïîëàãàÿ óñêîðåíèå a(t) = a = const, ïðîèíòåãðèðóéòå äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðè óïðàâëåíèè ïî çàêîíó ëèíåéíîãî
òàíãåíñà, èñïîëüçóÿ âìåñòî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t óãîë θ.

Çàäà÷à 5.33. Âûâåäåíèå íà îðáèòó çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è 5.31. Òðåáóåòñÿ ïåðåâåñòè
òî÷êó íà ïðÿìîëèíåéíóþ òðàåêòîðèþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè x è îòñòîÿ-
ùóþ îò íåå íà ðàññòîÿíèå h. Âðåìÿ ïåðåõîäà äîëæíî áûòü ìèíèìàëü-
íûì, ñêîðîñòü òî÷êè â êîíöå âûâåäåíèÿ äîëæíà ðàâíÿòüñÿ çàäàííîé
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âåëè÷èíå U è áûòü ïàðàëëåëüíîé îñè àáñöèññ. Çíà÷åíèå äàëüíîñòè â
êîíöå âûâåäåíèÿ ñâîáîäíî. Êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

vx(0) = 0, vy(0) = 0, x(0) = 0,
y(0) = 0, y(T ) = h, vy(T ) = 0,
vx(T ) = U.

Ïîêàæèòå, ÷òî îïòèìàëüíûì çàêîíîì óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàêîí ëè-
íåéíîãî òàíãåíñà.

Çàäà÷à 5.34. Ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ïåðåõâàòà íåìàíåâðè-
ðóþùåé öåëè. Â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è 5.31
ðàññìîòðèòå çàäà÷ó ïåðåâîäà òî÷êè èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
vx(0) = vx0, vy(0) = vy0, x(0) = x0, y(0) = y0 â íà÷àëî êîîðäèíàò çà
ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, ïîëàãàÿ óñêîðåíèå a(t) = a = const. Â êà÷åñòâå
óïðàâëåíèÿ ðàññìîòðèòå óãîë θ. Êðàåâûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò çà-
äà÷å ïåðåõâàòà íåìàíåâðèðóþùåé öåëè, òàê êàê êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü
íå çàäàíà.

Çàäà÷à 5.35. Ìèíèìàëüíîå âðåìÿ âñòðå÷è ñ íåìàíåâðèðóþùåé
öåëüþ. Â ðàìêàõ çàäà÷è 5.31 ðàññìîòðèòå çàäà÷ó ïåðåâîäà òî÷êè èç
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ vx(0) = vx0, vy(0) = vy0, x(0) = x0, y(0) = y0 â
íà÷àëî êîîðäèíàò çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè êîíå÷-
íûìè óñëîâèÿìè vx(T ) = 0, vy(T ) = 0, ñîîòâåòñòâóþùèìè çàäà÷å î
âñòðå÷å.

Çàäà÷à 5.36. Ïðîãðàììèðîâàíèå íàïðàâëåíèÿ òÿãè â ïîñòîÿí-
íîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Ðàññìîòðèòå çàäà÷ó 5.31, çàìåíèâ â ñè-
ñòåìå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå íà v̇y = a sin u − g,
ãäå g � ïîñòîÿííîå óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè.

Ïðèìåíèòå ê ïîñòàâëåííîé çàäà÷å ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãè-
íà. Ïîêàæèòå, ÷òî îïòèìàëüíûì çàêîíîì èçìåíåíèÿ óãëà θ ÿâëÿåòñÿ
çàêîí äðîáíî-ëèíåéíîãî òàíãåíñà.

Çàäà÷à 5.37. Çàäà÷à î ïîëåòå íà ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü â
âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä:

8
<
:

ẋ = v cos θ,
ẏ = v sin θ,
v̇ = −g sin θ,

ãäå îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò çàäà÷å 1.9, à óãîë íàêëîíà òðàåêòî-
ðèè θ ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåé ïåðåìåííîé.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä x(0) = x0, y(0) = y0, v(0) = v0,
ïðàâûé êîíåö ñâîáîäåí. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ãîðèçîíòàëü-
íîé äàëüíîñòè çà çàäàííîå âðåìÿ, èëè ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà
J = −x(T ).
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à) Äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âûïèøèòå ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà,
óðàâíåíèÿ äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ, óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíî-
ñòè. Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè Ïîíòðÿãèíà ïî óïðàâëåíèþ
è óðàâíåíèé äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷èòå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå äëÿ óïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåîáõîäèìûì
óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè è ñâåäèòå èñõîäíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ê ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å:

(
θ̇ =

g cos θ
v ,

v̇ = −g sin θ,

v(0) = v0, θ(T ) = 0. Ïîñòðîéòå ýñêèç ôàçîâîãî ïîðòðåòà ïîñëåäíåé
ñèñòåìû, ñäåëàéòå âûâîäû î êà÷åñòâåííîì õàðàêòåðå îïòèìàëüíûõ
òðàåêòîðèé.
á) Ïðîèíòåãðèðóéòå ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó äëÿ ïåðåìåííûõ v, θ, à çà-
òåì è äëÿ ïåðåìåííûõ x, y.

Çàäà÷à 5.38. Çàäà÷à î ïîëåòå íà ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü â
âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ïðè íàëè÷èè ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû. Ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó 5.37 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà òî÷êó äîïîëíèòåëüíî
äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ êâàäðàòó
ñêîðîñòè. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â áåçðàçìåðíîì âèäå

8
<
:

ẋ = v cos θ,
ẏ = v sin θ,
v̇ = −v2 − sin θ.

Êðàåâûå óñëîâèÿ è ôóíêöèîíàë ñîîòâåòñòâóþò çàäà÷å 5.37.
Ïðîâåäèòå àíàëèç ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïî ñõåìå, ïðåäëîæåííîé â

ïóíêòå à) çàäà÷è 5.37, ñâåäèòå èñõîäíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ ê ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å:

8
<
:

θ̇ =
cos θ

v
(1 + 3v2 sin θ),

v̇ = −v sin θ,

v(0) = v0, θ(T ) = 0. Íàéäèòå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû,
çàïèøèòå óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ îò ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ, ïðî-
àíàëèçèðóéòå èõ óñòîé÷èâîñòü. Ïîñòðîéòå ýñêèç ôàçîâîãî ïîðòðåòà,
ñäåëàéòå âûâîäû î êà÷åñòâåííîì õàðàêòåðå îïòèìàëüíûõ òðàåêòî-
ðèé.

Çàäà÷à 5.39. Íàâèãàöèîííàÿ çàäà÷à Öåðìåëî. Òðàåêòîðèè ìè-
íèìàëüíîãî âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ îáëàñòè, â êîòîðîé âåêòîð ñêî-
ðîñòè çàâèñèò îò êîîðäèíàò. Êîðàáëü äâèæåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé
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ïëîñêîñòè â îáëàñòè, ãäå èìåþòñÿ òå÷åíèÿ. Âåëè÷èíà è íàïðàâëå-
íèå ñêîðîñòè òå÷åíèÿ çàäàþòñÿ êàê ôóíêöèè ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ
U(x, y), V (x, y), ãäå x è y äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, à U è V � êîìïî-
íåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè òå÷åíèÿ â íàïðàâëåíèè îñåé x è y ñîîòâåò-
ñòâåííî. Âåëè÷èíà ñêîðîñòè êîðàáëÿ îòíîñèòåëüíî âîäû ïîñòîÿííà
è ðàâíà v. Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ äî-
ñòèæåíèÿ çàäàííîé êîíå÷íîé òî÷êè ïîñðåäñòâîì âûáîðà óãëà ìåæäó
íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè òî÷êè è îñüþ àáñöèññ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
èìåþò âèä: �

ẋ = v cos θ + U(x, y),
ẏ = v sin θ + V (x, y),

ãäå x è y � êîîðäèíàòû êîðàáëÿ, θ � óïðàâëåíèå, óãîë êóðñà, èëè
óãîë ìåæäó îñüþ êîðàáëÿ è îñüþ àáñöèññ.

Äëÿ çàäà÷è Öåðìåëî çàïèøèòå ñîîòíîøåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñè-
ìóìà Ïîíòðÿãèíà. Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè Ïîíòðÿãèíà ïî
óïðàâëåíèþ ïîëó÷èòå ñîîòíîøåíèå tg θ(t) =

Ψy

Ψx
, ãäå Ψx è Ψy �

ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå èñõîäíûì ïåðåìåííûì
x è y. Ïðîäèôôåðåíöèðóéòå äàííîå ñîîòíîøåíèå ïî âðåìåíè â ñè-
ëó èñõîäíîé è ñîïðÿæåííîé ñèñòåì è èñêëþ÷èòå â ðåçóëüòèðóþùåì
âûðàæåíèè ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå. Ïîëó÷èòå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå äëÿ óïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà:

θ̇ = U ′x sin2 θ + (U ′x − V ′
y) sin θ cos θ − U ′y cos2 θ.

Ðàññìîòðèòå ñëó÷àé ïîñòîÿííûõ ñêîðîñòåé òå÷åíèÿ è ïîêàæèòå, ÷òî
òîãäà θ(t) = const, ò.å. òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ñ ìèíèìàëüíûì âðåìå-
íåì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíîé.

Çàäà÷à 5.40. Òðàåêòîðèè ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ
îáëàñòè, â êîòîðîé âåëè÷èíà ñêîðîñòè çàâèñèò îò ôàçîâûõ êîîð-
äèíàò. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè â îáëàñòè, â êîòîðîé åå ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü çàâèñèò îò
ôàçîâûõ êîîðäèíàò. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

�
ẋ = v(x, y) cos θ,
ẏ = v(x, y) sin θ,

ãäå x è y � êîîðäèíàòû òî÷êè, v(x, y) � ñêîðîñòü òî÷êè, θ � óïðàâ-
ëåíèå, óãîë êóðñà, èëè óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè òî÷êè è îñüþ
àáñöèññ. Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ âðåìåíè ïåðåâî-
äà òî÷êè èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x(0) = x0, y(0) = y0 â êîíå÷íîå
ñîñòîÿíèå x(T ) = y(T ) = 0.
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Ïðèìåíèòå ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ïîêàæèòå, ÷òî
âäîëü îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè óãîë θ(t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ

θ̇ = V ′
x sin θ − V ′

y cos θ,

à â ñëó÷àå V = const òðàåêòîðèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå ëèíèè.
Çàäà÷à 5.41. Òðàåêòîðèè ïîëåòà ñàìîëåòà â ãîðèçîíòàëüíîé

ïëîñêîñòè, îãðàíè÷èâàþùèå ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü ïðè íàëè÷èè
âåòðà (çàäà÷à ×àïëûãèíà). Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñàìîëåòà â ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè Oxy ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v. Íà ñàìîëåò
äåéñòâóåò âåòåð, ïîñòîÿííûé ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåííûé ïî îñè
àáñöèññ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä:

�
ẋ = v cos θ − V,
ẏ = v sin θ,

ãäå x è y � êîîðäèíàòû ñàìîëåòà, v � ñêîðîñòü ñàìîëåòà, V � ñêî-
ðîñòü âåòðà, θ � óïðàâëåíèå, óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè ñàìî-
ëåòà è îñüþ àáñöèññ. Íàéòè òàêîå óïðàâëåíèå, ïðè êîòîðîì ñàìîëåò,
íà÷àâ äâèæåíèå èç íåêîòîðîé íà÷àëüíîé òî÷êè, îáëåòèò çà çàäàííîå
âðåìÿ ôèãóðó ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäè è âåðíåòñÿ â ýòó æå òî÷êó:
x(0) = x(T ) = x0, y(0) = y(T ) = y0. Ïëîùàäü, îáëåòàåìàÿ ñàìîëåòîì,
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S =
1

2

TZ

0

(x(t)ẏ(t)− y(t)ẋ(t)) dt,

ïîýòîìó ìèíèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë ïðèìåì â âèäå

J = −S = −1

2

TZ

0

(xv sin θ − y(v cos θ − V )) dt.

Çàïèøèòå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå ïðèíöèïà
ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå V < v îïòèìàëüíîé
òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñ.

Çàäà÷à 5.42.∗ Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óêëîíåíèÿ îò ïðåñëåäîâà-
òåëÿ, íàâîäÿùåãîñÿ ìåòîäîì ïðîïîðöèîíàëüíîé íàâèãàöèè. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ïðåñëåäîâàòåëü è öåëü ìîæíî ñ÷èòàòü ìàòåðèàëüíûìè
òî÷êàìè, äâèæóùèìèñÿ â ïëîñêîñòè; ñêîðîñòè òî÷åê ïîñòîÿííû ïî
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ìîäóëþ, ïðåñëåäîâàòåëü èäåàëüíî ðåàëèçóåò ìåòîä ïðîïîðöèîíàëü-
íîãî íàâåäåíèÿ. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò
âèä 8

><
>:

ṙ = cos α− b cos β,

β̇ =
− sin α + b sin β

rc .

Çäåñü r � íîðìèðîâàííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåñëåäîâàòåëåì è öå-
ëüþ, β � óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè ïðåñëåäîâàòåëÿ è ëèíèåé
âèçèðîâàíèÿ, α � óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè öåëè è ëèíèåé âè-
çèðîâàíèÿ, ðàññìàòðèâàåìûé â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ, b � êîíñòàíòà,
îòíîøåíèå ñêîðîñòåé ïðåñëåäîâàòåëÿ è öåëè, b > 1, c < 0 � ïî-
ñòîÿííàÿ çàêîíà ïðîïîðöèîíàëüíîãî íàâåäåíèÿ. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
çàäàíû â âèäå:

r(0) = r0, β(0) = β0, r(T ) = rT , rT < r0.

Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà J = −T èëè
ìàêñèìèçàöèÿ âðåìåíè ïåðåâîäà ñèñòåìû ñ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ
íà êîíå÷íîå, ìåíüøåå íà÷àëüíîãî. Ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó áóäåì íà-
çûâàòü çàäà÷åé óêëîíåíèÿ.

à) Äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óêëîíåíèÿ âûïèøèòå ôóíêöèþ
Ïîíòðÿãèíà, óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ,
óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè è óñëîâèå ìàêñèìóìà ôóíêöèè Ïîíòðÿ-
ãèíà ïî óïðàâëåíèþ. Äàëåå, ïðîäèôôåðåíöèðóéòå óðàâíåíèå, ïîëó-
÷åííîå èç ýòîãî óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ïî âðåìåíè, â ñèëó èñõîäíîé è
ñîïðÿæåííîé ñèñòåì, è, èñêëþ÷èâ ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå, ïîëó÷è-
òå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ óïðàâëåíèÿ α(t), ðåøåíèå êî-
òîðîãî óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà. Â ðåçóëüòàòå èñõîäíàÿ
çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé êðàåâîé çà-
äà÷å äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

8
>>>><
>>>>:

ṙ = cos α− b cos β,

β̇ =
− sin α + b sin β

rc
,

α̇ =
− sin α + b sin β

r
− b(1− c)

rc
cos α sin(α− β),

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè r(0) = r0, β(0) = β0, α(T ) = 0,
r(T ) = rT , rT < r0.
á) Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åííîé êðàåâîé çàäà÷è ââåäèòå íîâóþ ïå-
ðåìåííóþ % = ln r è íîâîå âðåìÿ τ = te−%. Óðàâíåíèå äëÿ % îòùåï-
ëÿåòñÿ îò ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ óãëîâ α, β. Íàéäèòå ñòàöèîíàðíûå
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ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, ïðîàíàëèçèðóéòå èõ óñòîé÷èâîñòü. Ïîñòðîé-
òå ýñêèç ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû è ñäåëàéòå çàêëþ÷åíèå î êà÷å-
ñòâåííîì ïîâåäåíèè îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé.

Çàäà÷à 5.43.∗ Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî îòðûâà îò ïðåñëåäîâàòå-
ëÿ, íàâîäÿùåãîñÿ ìåòîäîì ïðîïîðöèîíàëüíîé íàâèãàöèè. Ðàññìîò-
ðèì çàäàíèå 5.42 â ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü ïðåñëåäîâàòåëÿ ìåíüøå
ñêîðîñòè öåëè, b < 1. Òîãäà âîçìîæíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëü-
íîãî îòðûâà, èëè ìèíèìèçàöèè âðåìåíè ïåðåâîäà ñèñòåìû ñ íà÷àëü-
íîãî ðàññòîÿíèå íà êîíå÷íîå, áîëüøåå íà÷àëüíîãî. Êðàåâûå óñëîâèÿ
è ôóíêöèîíàë èìåþò âèä

r(0) = r0, β(0) = β0, r(T ) = rT , rT > r0.

Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî îòðûâà ïî ñõåìå,
ïðåäëîæåííîé äëÿ çàäà÷è 5.42.

Çàäà÷à 5.44. Ìèíèìèçàöèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ çàòðàò ïðè ñáëè-
æåíèè ñïóòíèêà ñ îðáèòàëüíîé ñòàíöèåé ïðè ôèêñèðîâàííîì çà-
êîíå èçìåíåíèÿ äàëüíîñòè. Ïðîöåññ îòíîñèòåëüíîãî óïðàâëÿåìîãî
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà è îðáèòàëüíîé ñòàíöèè ìîæåò áûòü îïèñàí â
ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

�
ρ̈− ρϕ̇2 = aρ,
ρϕ̈ + 2ρ̇ϕ̇ = aϕ.

Êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä ρ(0) = ρ0, ρ̇(0) = kρ0, ϕ(0) = ϕ0,
ω(0) = ω0, ρ(T ) = ρT . Ïóñòü çàêîí èçìåíåíèÿ äàëüíîñòè ôèêñè-
ðîâàí (çàäà÷à 1.6) è èìååò âèä ρ̇ = kρ. Òîãäà óñêîðåíèå, íàïðàâ-
ëåííîå ïî ëèíèè âèçèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
aρ = ρ(k2 − ϕ̇2). Äîïóñòèì, èìååòñÿ òàêæå âîçìîæíîñòü óïðàâëÿòü
óñêîðåíèåì â íàïðàâëåíèè, îðòîãîíàëüíîì ëèíèè âèçèðîâàíèÿ. Òî-
ãäà aϕ = ρu, ãäå u � óïðàâëåíèå, êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
âðåìåíè. Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà

J =

TZ

0

(a2
ρ + a2

ϕ)dt =

TZ

0

ρ2(u2 + (k2 − ϕ̇2)2)dt.

à) Äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è çàïèøèòå ñîîòíîøåíèÿ ïðèíöèïà
ìàêñèìóìà. Ïðèìåíèòå ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà è ñâåäèòå
çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

8
<
:

u̇ = 2ω(ω2 − k2),
ω̇ = −2kω + u,
ρ̇ = kρ
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ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ρ(0) = ρ0, ω(0) = ω0, ρ(T ) = ρT , u(T ) = 0.
á) Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû óðàâ-
íåíèþ òèïà Äóôôèíãà (çàäà÷à 1.3). Íàéäèòå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû, ïîñòðîéòå ýñêèç ôàçîâîãî ïîðòðåòà, ñäåëàéòå âûâîäû î êà-
÷åñòâåííîì ïîâåäåíèè îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé.

Çàäà÷à 5.45. Îïòèìèçàöèÿ ìåòîäà ïðîïîðöèîíàëüíîãî íà-
âåäåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíè-
êà â îêðåñòíîñòè îðáèòàëüíîé ñòàíöèè, îïèñûâàåìûé óðàâíåíèÿ-
ìè çàäà÷è 5.44. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïóòíèê èñïîëüçóåò ïðîïîðöè-
îíàëüíîå íàâåäåíèå, ò.å. óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ çàäàíû â âèäå
aρ = 0, aϕ = kϕ̇, ãäå k � óïðàâëåíèå, êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
âðåìåíè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ |k(t)| ≤ k̄, k̄ = const > 0. Êðà-
åâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä ρ(0) = ρ0, ρ̇ = ρ̇0, ϕ(0) = ϕ0, ω(0) = ω0,
ρ(T ) = ρT . Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ âðåìåíè ïåðå-
âîäà ñèñòåìû ñ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ íà êîíå÷íîå.

Äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âûïèøèòå óñëîâèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìó-
ìà. Ïîêàæèòå, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ïðîãðàììà èçìåíåíèÿ k(t) íå ìîæåò
ñîäåðæàòü ó÷àñòêîâ îñîáîãî óïðàâëåíèÿ.

5.3. ∗ Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ îñîáûìè
ó÷àñòêàìè

Çàäà÷à 5.46. Â çàäà÷å
�

ẋ1 = u, x1(0) = 0, |u| ≤ 1, T = [0, 1],
ẋ2 = x2

1,
J(u) = x2(1) → min

âû÷èñëèòå îñîáîå óïðàâëåíèå è ïðîâåðüòå äëÿ íåãî âûïîëíåíèå óñëî-
âèÿ Êåëëè.

Çàäà÷à 5.47. Â çàäà÷å
�

ẋ1 = u, x1(0) = x2(0) = 0, |u| ≤ 1, T = [0, 1],
ẋ2 = −x2

1,
J(u) = x2(1) → min

âû÷èñëèòå îñîáîå óïðàâëåíèå è ïðîâåðüòå äëÿ íåãî âûïîëíåíèå óñëî-
âèÿ Êåëëè.

Çàäà÷à 5.48. Â çàäà÷å
�

ẋ1 = u, x1(0) = x2(0) = 0, |u| < 1, T = [0, 1],
ẋ2 = −ux1,

J(u) = x2(1) =→ min
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óñòàíîâèòå, ÷òî îñîáîå óïðàâëåíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ
èç îòðåçêà [−1; 1].

Çàäà÷à 5.49. Çàäà÷à î ñïëàâå ïëîòà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñïëà-
âå ïëîòà ïî ïðÿìîëèíåéíîé ðåêå øèðèíû 2 ñ ïàðàáîëè÷åñêèì ïðîôè-
ëåì ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè òå÷åíèÿ, ñ÷èòàÿ, ÷òî ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ó áåðåãà ðàâíà íóëþ, à â ñåðåäèíå ðåêè � ìàêñèìàëüíà. Óïðàâëå-
íèåì ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü u, ðàçâèâàåìàÿ ïëîòîì â íàïðàâëåíèè, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîì òå÷åíèþ. Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ
äàëüíîñòè ñïëàâà çà çàäàííîå âðåìÿ ïðè èçâåñòíûõ êðàåâûõ óñëîâè-
ÿõ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

�
ẋ = 1− y2,
ẏ = u,

ãäå x � êîîðäèíàòà ïëîòà ïî äàëüíîñòè, y � êîîðäèíàòà, õàðàêòå-
ðèçóþùàÿ ðàññòîÿíèå îò ñåðåäèíû ðåêè äî ïëîòà, u � óïðàâëåíèå,
|u| ≤ 1 . Êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä x(0) = x0, y(0) = −1, y(T ) = 1.

Çàïèøèòå óñëîâèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, îïðåäåëè-
òå ðåãóëÿðíûå óïðàâëåíèÿ, íàéäèòå ïîâåðõíîñòü îñîáîãî óïðàâëåíèÿ
è ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñîáîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðîâåðüòå âûïîë-
íåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ Êåëëè îïòèìàëüíîñòè îñîáîãî óïðàâëå-
íèÿ. Ïîñòðîéòå ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Çàäà÷à 5.50. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (âðåìÿ T ôèêñèðîâàíî)

ẋ = Ax + Bu, |u| ≤ 1, J = ϕ(x(T )) → min,

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïàðà ìàòðèö (A, B) óïðàâëÿåìà, òî â äàííîé
çàäà÷å îñîáûå óïðàâëåíèÿ îòñóòñòâóþò.

Çàäà÷à 5.51. Ïîäúåì ðàêåòû â ñðåäå ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ.
Â îòëè÷èå îò çàäà÷è 5.29, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëñÿ ïîäúåì ðàêåòû
â áåçâîçäóøíîì ïðîñòðàíñòâå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâèæåíèå ðàêåòû
ïðîèñõîäèò â ñðåäå ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
èìåþò âèä 8

>>>><
>>>>:

ḣ = v,

v̇ =
P − kv2

m
− g,

ṁ = −P

c
.

Îáîçíà÷åíèÿ èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â çàäà÷àõ 1.7, 5.29, îãðàíè-
÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå, êðàåâûå óñëîâèÿ è ôóíêöèîíàë òå æå, ÷òî â
çàäà÷å 5.29.
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Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îïòèìàëüíàÿ ïðîãðàììà
ðàñõîäà òîïëèâà ìîæåò ñîäåðæàòü ó÷àñòîê îñîáîãî óïðàâëåíèÿ, èëè
ðåæèì ïðîìåæóòî÷íîé òÿãè. Âîçíèêíîâåíèå îñîáîãî ðåæèìà âûçâà-
íî íàëè÷èåì ñðåäû, ïîñêîëüêó èç-çà íàëè÷èÿ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ
ñòàíîâèòñÿ íåâûãîäíûì (â ñìûñëå ââåäåííîãî ôóíêöèîíàëà) ðàçãî-
íÿòüñÿ äî ñëèøêîì âûñîêîé ñêîðîñòè.

Äëÿ äàííîé çàäà÷è çàïèøèòå ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà, óðàâíåíèÿ
äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ è óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè. Îïðå-
äåëèòå óïðàâëåíèå èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè Ïîíòðÿãèíà. Ðàñ-
ñìîòðèòå âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ îñîáîãî óïðàâëåíèÿ, ïðåäïî-
ëîæèâ, ÷òî ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà
íåêîòîðîì îòðåçêå âðåìåíè. Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî òîæäåñòâî ïî âðå-
ìåíè â ñèëó ñèñòåìû èñõîäíûõ è ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èòå
ïîâåðõíîñòü îñîáîãî óïðàâëåíèÿ è ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñîáî-
ãî óïðàâëåíèÿ, îïðåäåëèòå ïîðÿäîê îñîáîé ýêñòðåìàëè. Ïîñòðîéòå
ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Çàäà÷à 5.52. Çàäà÷à ìÿãêîé ïîñàäêè â ñðåäå ñ ñîïðîòèâëåíèåì.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 5.30 î ìÿãêîé ïîñàäêå íà ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû,
äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèâ, ÷òî íà ñïóñêàåìûé àïïàðàò äåéñòâóåò
ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

8
>>>><
>>>>:

ḣ = v,

v̇ =
−P − kv2

m
+ g,

ṁ = −P

c
.

Îáîçíà÷åíèÿ, êðàåâûå óñëîâèÿ, ôóíêöèîíàë è îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâ-
ëåíèå òå æå, ÷òî â çàäà÷å 5.30.

Çàïèøèòå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå ïðèíöèïà ìàêñèìó-
ìà Ïîíòðÿãèíà. Îïðåäåëèòå óïðàâëåíèÿ, äîñòàâëÿþùèå ìàêñèìóì
ôóíêöèè Ïîíòðÿãèíà. Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñîáîãî
óïðàâëåíèÿ è óðàâíåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòè îñîáîãî óïðàâëåíèÿ. Ïîêà-
æèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü îñîáîãî óïðàâëåíèÿ ðàñïîëîæåíà â òîé ÷àñòè
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ãäå ïðèíÿòàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæå-
íèÿ íåêîððåêòíà. Ïîñòðîéòå ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ñîñòî-
ÿùåãî èç ó÷àñòêîâ ðåãóëÿðíîãî óïðàâëåíèÿ. Ñðàâíèòå ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ñ ðåçóëüòàòàìè çàäà÷è 5.30.

Çàäà÷à 5.53. Çàäà÷à î ãîðèçîíòàëüíîì ïîëåòå íà ìàêñèìàëü-
íóþ äàëüíîñòü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäúåìíàÿ ñèëà óäåðæèâàåò ëåòàòåëüíûé àï-
ïàðàò íà ïîñòîÿííîé âûñîòå, ò.å. çàâèñèò íå òîëüêî îò ñêîðîñòè ëå-
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òàòåëüíîãî àïïàðàòà, íî è îò åãî ìàññû. Òîãäà è ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ
Q = Q(m, v) îêàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé îò àðãóìåíòîâ v è m. Óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ èìåþò âèä:

8
>>>><
>>>>:

ẋ = v,

v̇ =
P −Q(m, v)

m
,

ṁ = −P

c
.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèìåì â âèäå v(0) = v0, x(0) = x0, m(0) = m0,
m(T ) = mT . Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ äàëüíîñòè
ïîëåòà â ìîìåíò âûïîëíåíèÿ êîíå÷íîãî óñëîâèÿ ïî ìàññå.

Çàïèøèòå ñîîòíîøåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Íàéäèòå ïîâåðõ-
íîñòü îñîáîãî óïðàâëåíèÿ è ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñîáîãî óïðàâ-
ëåíèÿ êàê ôóíêöèè ôàçîâûõ êîîðäèíàò.

Çàäà÷à 5.54. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïðåñëåäîâàíèÿ îáúåêòà, óáå-
ãàþùåãî ïî ëèíèè âèçèðîâàíèÿ. Â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
1.11 ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ïðåñëåäîâàíèÿ öåëè, ñòðàòå-
ãèÿ êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â óáåãàíèè ïî ëèíèè âèçèðîâàíèÿ. Ïðè çíà-
÷åíèÿõ 0 < b < 1, êîãäà ñêîðîñòü öåëè áîëüøå ñêîðîñòè ïðåñëåäîâàòå-
ëÿ, çàäà÷åé óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ âðåìåíè äîñòèæåíèÿ
ðàññòîÿíèÿ ρT , ρT > ρ0 çà íàèáîëüøåå âðåìÿ (çàäà÷à ïðåñëåäîâàíèÿ-
ñîïðîâîæäåíèÿ), à ïðè b > 1 � ìèíèìèçàöèÿ âðåìåíè äîñòèæåíèÿ
ρT , ρT < ρ0 (çàäà÷à ïðåñëåäîâàíèÿ-ïåðåõâàòà).
à) Äëÿ çàäà÷è ïðåñëåäîâàíèÿ-ñîïðîâîæäåíèÿ âûïèøèòå ôóíêöèþ
Ïîíòðÿãèíà, óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ è
óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè. Çàïèøèòå óñëîâèå ìàêñèìóìà ôóíêöèè
Ïîíòðÿãèíà ïî óïðàâëåíèþ. Ðàññìîòðèòå âîçìîæíîñòè âîçíèêíîâå-
íèÿ îñîáîãî óïðàâëåíèÿ, íàéäèòå ïîâåðõíîñòü îñîáîãî óïðàâëåíèÿ è
ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñîáîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðîâåðüòå âûïîëíå-
íèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ Êåëëè îïòèìàëüíîñòè îñîáîãî óïðàâëåíèÿ
äëÿ íàéäåííûõ îñîáûõ ðåæèìîâ. Ïðîàíàëèçèðîâàâ ïîâåäåíèå òðàåê-
òîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèÿìè u(t) = −ū, u(t) = ū,
u(t) = uoc íà ïëîñêîñòè, óáåäèòåñü, ÷òî îïòèìàëüíûé ñèíòåç îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

uo =

8
<
:
−ū, β > 0,
0, β = 0,
ū, β < 0.

á) Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå, àíàëîãè÷íîå ïóíêòó à) äëÿ çàäà÷è
ïðåñëåäîâàíèÿ-ïåðåõâàòà.
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Çàäà÷à 5.55. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óêëîíåíèÿ îò ïðåñëåäîâàòå-
ëÿ, íàâîäÿùåãîñÿ ìåòîäîì ïîãîíè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
óêëîíåíèÿ îò ïðåñëåäîâàòåëÿ, ñòðàòåãèåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
ïîãîíè. Ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîãîíè âåêòîð ñêîðîñòè ïðåñëåäîâà-
òåëÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íàïðàâëåí íà öåëü. Ïðåñëåäîâàòåëü è
öåëü ñ÷èòàþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè, äâèæóùèìèñÿ â ïëîñêîñòè
ñ ïîñòîÿííûìè ïî ìîäóëþ ñêîðîñòÿìè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò
âèä 8

><
>:

ρ̇ = cos α− b,

α̇ = − sin α
ρ + u,

ãäå α � óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè öåëè è ëèíèåé âèçèðîâàíèÿ.
Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè çàâèñèò îò âåëè÷èíû b. Ïðè b > 1
êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä r(0) = r0, α(0) = α0, r(T ) = rT , r0 > rT ,
è öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ âðåìåíè ïåðåâîäà ñè-
ñòåìû èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â êîíå÷íîå çà íàèáîëüøåå âðåìÿ
(çàäà÷à óêëîíåíèÿ). Ôóíêöèîíàë èìååò âèä J = −T .

Äëÿ çàäà÷è óêëîíåíèÿ çàïèøèòå ñîîòíîøåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñè-
ìóìà. Îïðåäåëèòå óïðàâëåíèÿ, äîñòàâëÿþùèå ìàêñèìóì ôóíêöèè
Ïîíòðÿãèíà. Íàéäèòå ïîâåðõíîñòü îñîáîãî óïðàâëåíèÿ è ïîëó÷èòå
ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñîáîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðîâåðüòå âûïîëíå-
íèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ Êåëëè îïòèìàëüíîñòè îñîáîãî óïðàâëå-
íèÿ. Ïîñòðîéòå ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Çàäà÷à 5.56. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî îòðûâà îò ïðåñëåäîâàòå-
ëÿ, íàâîäÿùåãîñÿ ìåòîäîì ïîãîíè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 5.55 â ñëó÷àå
b < 1 äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé r(0) = r0, α(0) = α0, r(T ) = rT , r0 < rT è
ôóíêöèîíàëà J = T � çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî îòðûâà. Ïðîâåäèòå äëÿ
çàäà÷è îòðûâà èññëåäîâàíèå ïî ñõåìå, ïðåäëîæåííîé â çàäà÷å 5.55.

Çàäà÷à 5.57. Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè â êèíåìàòè÷åñêîé ïî-
ñòàíîâêå. Ïðèâåäåííàÿ íèæå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíà ïðè íà÷àëüíîì àíàëèçå çàäà÷ îïòèìèçàöèè äâèæåíèÿ ëå-
òàòåëüíîãî àïïàðàòà â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, âûáîðà ìàðøðó-
òîâ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ è ò.ä. (çàäà÷è 5.31, 5.32, 5.33, 5.42).
Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä:

8
<
:

ẏ1 = v cos α,
ẏ2 = v sin α,
α̇ = ω,

ãäå y1 è y2 � êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ ðîáîòà, α � óãîë ìåæäó âåêòî-
ðîì ñêîðîñòè è îñüþ àáñöèññ (óãîë íàêëîíà òðàåêòîðèè), â êà÷åñòâå
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óïðàâëåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ ω � ñêîðîñòü ïîâîðîòà âåêòîðà ñêîðî-
ñòè è v � ìîäóëü ñêîðîñòè. Îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå ïðèìåì â
âèäå 0 ≤ v(t) ≤ v̄, |ω(t)| ≤ ω̄. Êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò ñëåäóþùèé
âèä:

y1(0) = 0, y2(0) = 0, α(0) = 0, y1(T ) = a, y2(T ) = b.

Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ âðåìåíè ïåðåâîäà ñè-
ñòåìû èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå, ôóíêöèîíàë
èìååò âèä J = T .

à) Âûïèøèòå ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà, óðàâíåíèÿ äëÿ ñîïðÿæåííûõ
ïåðåìåííûõ, óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè è óñëîâèå ìàêñèìóìà ôóíê-
öèè Ïîíòðÿãèíà ïî óïðàâëåíèÿì v, ω. Äîêàæèòå, ÷òî îäíîâðåìåííî
îñîáîãî óïðàâëåíèÿ ïî óïðàâëåíèÿì v, ω íå âîçíèêàåò.
á) Íàéäèòå îñîáîå óïðàâëåíèå ïî ω. Äîêàæèòå, ÷òî îñîáîå óïðàâëå-
íèå ïî v íå âîçíèêàåò.
â) Ïîêàæèòå, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå
ìîæåò áûòü ñîñòàâëåíà èç ñëåäóþùèõ äóã:

1) Ðàçâîðîò ðîáîòà íà ìåñòå v(t) = 0, |ω(t)| = ω̄,
2) Ðàçâîðîò ñ îäíîâðåìåííûì äâèæåíèåì âïåðåä v(t) = v̄,

|ω(t)| = ω̄,
3) Äâèæåíèå ïî ïðÿìîé ëèíèè ñ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ

v(t) = v̄, |ω(t)| = 0.
Çàäà÷à 5.58. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâ-

ëåíèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ìî-
áèëüíîãî ðîáîòà, ââåäåííóþ â çàäà÷å 1.10. Çàäà÷ó îïòèìèçàöèè áó-
äåì ðåøàòü â êèíåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, äîïóñêàÿ áåçûíåðöèîííîå
èçìåíåíèå ïðîäîëüíîé è óãëîâîé ñêîðîñòè ðîáîòà, à òàêæå ïðåíåáðå-
ãàÿ ïåðåõîäíûìè ïðîöåññàìè â öåïÿõ èñïîëíèòåëüíûõ óñòðîéñòâ �
äâèãàòåëÿõ êîëåñ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèøåì â âèäå:

8
<
:

ẋ = v cos α− k0ω sin α,
ẏ = v sin α + k0ω cos α,
α̇ = ω,

Óïðàâëåíèÿìè â ýòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëü-
íàÿ è óãëîâàÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà, êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âðåìåíè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëî-
âèÿì:

0 ≤ v(t) ≤ v̄, |ω(t)| ≤ ω̄.

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå v(t), ω(t), ìèíèìèçèðóþùåå âðå-
ìÿ ïåðåâîäà ñèñòåìû èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ñîñòîÿ-
íèÿ x(0) = 0, y(0) = 0, α(0) = 0 â çàäàííîå êîíå÷íîå ïîëîæåíèå
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x(T ) = xT , y(T ) = yT , ïîëàãàÿ, ÷òî îðèåíòàöèÿ ðîáîòà â êîíå÷íûé
ìîìåíò íå ôèêñèðîâàíà.
à) Âûïèøèòå ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà, óðàâíåíèÿ äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïå-
ðåìåííûõ, óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè è óñëîâèå ìàêñèìóìà ôóíê-
öèè Ïîíòðÿãèíà ïî óïðàâëåíèÿì v, ω. Äîêàæèòå, ÷òî îäíîâðåìåííî
îñîáîãî óïðàâëåíèÿ ïî óïðàâëåíèÿì v, ω íå âîçíèêàåò.
á) Íàéäèòå ïîðÿäîê îñîáîãî óïðàâëåíèÿ è îñîáîå óïðàâëåíèå ïî ω.
Äîêàæèòå, ÷òî îñîáîå óïðàâëåíèå ïî v íå âîçíèêàåò.
â) Ïîêàæèòå, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ â îáùåì ñëó-
÷àå ìîæåò áûòü ñîñòàâëåíà èç ñëåäóþùèõ äóã:
4)Ðàçâîðîò ðîáîòà íà ìåñòå v(t) = 0, |ω(t)| = ω̄,
5) Ðàçâîðîò ñ îäíîâðåìåííûì äâèæåíèåì âïåðåä (äâèæåíèå ïî
îêðóæíîñòè) v(t) = v̄, |ω(t)| = ω̄,
6) Äâèæåíèå ïî ïðÿìîé ëèíèè ñ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ
v(t) = v̄, |ω(t)| = 0.

Çàäà÷à 5.59. Â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J =

tkZ

0

(x2 + 2ẋ2)dt → min
u(·)

, |u| ≤ 1

äëÿ ïåðåõîäà ñèñòåìû ẍ − x = u èç ñîñòîÿíèÿ x2(0) + ẋ2(0) > 0 â
íà÷àëî êîîðäèíàò x(tk) = ẋ(tk) = 0:
a) Âûïèøèòå êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøå-
íèÿ.
á) Ïðîâåðüòå íàëè÷èå îñîáûõ ó÷àñòêîâ. Åñëè îñîáûå ó÷àñòêè ñóùå-
ñòâóþò, îïðåäåëèòå ïîðÿäîê îñîáîé òðàåêòîðèè.
â) Ïðîâåðüòå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè îñîáîãî óïðàâëå-
íèÿ.

Çàäà÷à 5.60. Áûñòðåéøåå ïðèâåäåíèå ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà
íà òåëåæêå â âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìå-
ùåíèå îñíîâàíèÿ. Äëÿ ó÷åòà ïåðåìåùåíèÿ òåëåæêè â ôóíêöèîíàë
çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ äîáàâèì øòðàô â âèäå èíòåãðàëà îò êâàäðà-
òà ñìåùåíèÿ òåëåæêè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êðàåâûå óñëîâèÿ, îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëå-
íèå è ôóíêöèîíàë èìåþò âèä:

8
<
:

α̇ = ω,
ω̇ = α + u,
ẋ = v, v̇ = u,

α(0) = α0, ω(0) = ω0, x(0) = 0, v(0) = 0,
α(T ) = 0, ω(T ) = 0, x(T ) = 0, v(T ) = 0,
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|u| ≤ u∗,

J = T + k

Z T

0

x2dt

Çäåñü α � óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò âåðòèêàëè, ω � óãëîâàÿ
ñêîðîñòü ìàÿòíèêà, u - óñêîðåíèå òåëåæêè, ÿâëÿþùååñÿ óïðàâëÿþ-
ùèì âîçäåéñòâèåì, u∗ = const çàäàíî, x � ïåðåìåùåíèå òåëåæêè, v �
ñêîðîñòü òåëåæêè, T � âðåìÿ îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà, k � êîýôôèöèåíò.

Äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è à) çàïèøèòå ñîîòíîøåíèÿ ïðèíöèïà
ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà; á) Óñòàíîâèòå ïîðÿäîê îñîáîãî óïðàâëåíèÿ;
â) ïðîâåðüòå íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè îñîáîãî óïðàâëå-
íèÿ; ã) íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñîáîãî óïðàâëåíèÿ, êàê
ôóíêöèè èñõîäíûõ ôàçîâûõ êîîðäèíàò è çàêîí äâèæåíèÿ òåëåæêè
ïðè îñîáîì óïðàâëåíèè.

Çàäà÷à 5.61. Â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J =

tkZ

0

x2dt → min
u(·)

, |u| ≤ 1

äëÿ ïåðåõîäà ñèñòåìû ẍ = u èç ñîñòîÿíèÿ x2(0) + ẋ2(0) > 0 â íà÷àëî
êîîðäèíàò x(tk) = ẋ(tk) = 0:
a) Âûïèøèòå êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøå-
íèÿ.
á) Ïðîâåðüòå íàëè÷èå îñîáûõ ó÷àñòêîâ. Åñëè îñîáûå ó÷àñòêè ñóùå-
ñòâóþò, îïðåäåëèòå ïîðÿäîê îñîáîé òðàåêòîðèè.
â) Ïðîâåðüòå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè îñîáîãî óïðàâëå-
íèÿ.

Çàäà÷à 5.62. Ïåðåâåäèòå ñèñòåìó ẍ = u, ãäå |u| ≤ 1, èç ñîñòîÿíèÿ
x(0) = 2, ẋ(0) = −2 íà ìíîãîîáðàçèå x(tk) = 2, ẋ(tk) = 2, ãäå tk = 8,
îïòèìàëüíûì îáðàçîì â ñìûñëå ôóíêöèîíàëà:

ϕ0 =

tkZ

0

x2dt → min
u(·)

.

a) Âûïèøèòå êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøå-
íèÿ.
á) Ïðîâåðüòå íàëè÷èå îñîáûõ ó÷àñòêîâ. Åñëè îñîáûå ó÷àñòêè ñóùå-
ñòâóþò, îïðåäåëèòå ïîðÿäîê îñîáîé òðàåêòîðèè.
â) Ïðîâåðüòå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè îñîáîãî óïðàâëå-
íèÿ.
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5.4. Îïòèìàëüíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ
Çàäà÷à 5.63. Ðåøèòå çàäà÷ó îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ñèñòå-

ìû, îïèñûâàåìîé ñêàëÿðíûì óðàâíåíèåì ẋ−x = u, x(t0) = x0. Íåîá-
õîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

J =
1

2

∞Z

0

(x2 + 2u2)dt.

Çàäà÷à 5.64. Ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð äëÿ ñèñòåìû,
îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè:

�
ẋ1 = x2,
ẋ2 = u,

x1(t0) = x10 ,
x2(t0) = x20 .

Íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

J =
1

2

1Z

0

u2dt +
1

2
(x2

1(1) + x2
2(1)).

Çàäà÷à 5.65. Äàíà óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ẋ − x = u, ãäå u �
ëþáîå. Íà÷àëüíîå è êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ, à òàêæå âðåìÿ çàäàíû:
x(0) = 0 è x(1) = 1. Íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è òðàåêòîðèþ â
çàäà÷å:

J =
1

2

1Z

0

(3x2 + u2)dt → min
u(·)

.

Çàäà÷à 5.66. Ðåøèòå çàäà÷ó îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ñèñòå-
ìû, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè ẍ − x = u. Íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðî-
âàòü ôóíêöèîíàë

a) J =
∞R
0

(x2 + ẋ2 + u2)dt; á) J =
∞R
0

(x2
2 + u2)dt.

Çàäà÷à 5.67. Ñòàáèëèçèðîâàòü ñèñòåìó ẍ − ẋ = u ïðè ïîìîùè
îáðàòíîé ñâÿçè îïòèìàëüíûì îáðàçîì. Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ñëåäó-
þùèé:

a) J =
∞R
0

(x2 + ẋ2 + u2) dt; á) J =
∞R
0

(ẋ2 + u2) dt.

Çàäà÷à 5.68. Ñòàáèëèçèðîâàòü ñèñòåìó îïòèìàëüíûì îáðàçîì
(

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1 + u
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ïðè ïîìîùè îáðàòíîé ñâÿçè. Âðåìÿ óïðàâëåíèÿ áåñêîíå÷íî, èçìåðÿ-
åòñÿ ïîëíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ. Ìèíèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë èìååò
âèä

a) J =
∞R
0

(3x2
1 + u2) dt; á) J =

∞R
0

(x2
2 + u2) dt.

Çàäà÷à 5.69. Äàíà ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà
(

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1 + 3x2 + u + q(t),

z = x2 + r(t),

ãäå q(t), r(t) � íåêîððåëèðîâàííûå áåëûå øóìû èíòåíñèâíîñòè
M [q(t)q(τ)] = 2δ(t−τ), M [r(t)r(τ)] = δ(t−τ). Ïðîâåñòè îïòèìàëüíûé
ñèíòåç ðåãóëÿòîðà ïî íåïîëíûì äàííûì äëÿ êðèòåðèÿ

J = lim
t→∞

M
�
x2

1(t) + x2
2(t) + u2(t)

�
.

Çàäà÷à 5.70. Äàíà ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà
(

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1 + u + q(t),

z = x2 + r(t),

ãäå q(t), r(t) � íåêîððåëèðîâàíûå áåëûå øóìû èíòåíñèâíîñòè
M [q(t)q(τ) = 4δ(t−τ), M [r(t)r(τ) = 1δ(t−τ). Ïðîâåñòè îïòèìàëüíûé
ñèíòåç ðåãóëÿòîðà äëÿ êðèòåðèÿ

J = lim
t→∞

M
�
x2

2(t) + u2(t))
�
.
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