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4 Декомпозиция по управлению
Рассмотрим стационарную систему n-го порядка со скалярным управлением

ẋ(t) = Ax(t) + bu, (1)

где A — постоянная матрицы размерности n× n, b — вектор-столбец размерности n× 1.
Пусть система не управляема и rankW = m < n. Это означает, что первые m столбцов

матрицы W линейно независимые, и их можно рассматривать в качестве первых базисных
векторов {g1, g2, . . . , gm}.
ЗАМЕЧАНИЕ. Подпространство Rm

g , натянутое на базисные вектора {g1, g2, . . . , gm}, называ-
ется инвариантным управляемым подпространством. Это подпространство инвариантно к
преобразованию A и eAt.

ТЕОРЕМА 4.1 (О декомпозиции по управлению). Если система (1) не управляема, то
существует базис, в котором она представима в виде двух подсистем, одна из которых
управляема в своем подпространстве, а другая является не управляемой:

ξ̇ = Aξξξ + Aξηη +Bξu,

η̇ = Aηηη,
(2)

где ξ — m-мерный вектор состояния управляемой подсистемы, причем пара (Aξξ, Bξ) управ-
ляема, η — (n−m)-мерный вектор состояния неуправляемой подсистемы.

Пример 4.1. Проведите анализ управляемости системы
ẋ1 = x2 + x3,

ẋ2 = x1 + x2 + u,

ẋ3 = −x2 − x3.

В случае отсутствия управляемости, проведите декомпозицию системы по управлению.

РЕШЕНИЕ ПРИМЕРА. Выпишем матрицу системы A и вектор-столбец b при скалярном управ-
лении и

A =

0 1 1
1 1 0
0 −1 −1

 , b =

0
1
0

 .

И вычислим матрицу управляемости W =
(
g1 g2 g3

)
g1 = b, g2 = Ab =

 1
1
−1

 , g3 = A2b =

0
2
0

 , W =

0 1 0
1 1 2
0 −1 0

 .
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Так как rankW = 2, система не является управляемой.
Проведем декомпозицию по управлению. Приведем систему к базису {g1, g2, f}), где

f =
(
α1 α2 α3

)⊤ ортогонален g1, g2. Записав соответствующие скалярные произведения
(f, g1) = (f, g2) = 0, получим α2 = 0, α1 − α3 = 0. То есть f =

(
1 0 1

)⊤.
Заметим, что g3 = 2g1, а

Af =

 1
1
−1

 = g2.

Сделаем замену переменных x = ξ1g
1 + ξ2g

2 + ηf :
x1 = ξ2 + η,

x2 = ξ1 + ξ2,

x3 = −ξ2 + η.

Для записи системы в новых переменных, подставим замену переменных в правую и левую
части выражения ẋ = Ax + bu и приведем подобные члены при соответствующих базисных
векторах g1, g2, f

ẋ = ξ̇1g
1 + ξ̇2g

2 + η̇f = Ax+ bu = ξ1g
2 + ξ22g

1 + ηg2 + g1u.

В новом базисе система имеет вид


ξ̇1 = 2ξ2 + u,

ξ̇2 = ξ1 + η,

η̇ = 0,

где


ξ1 = −1

2
x1 + x2 +

1

2
x3,

ξ2 =
1

2
x1 −

1

2
x3,

η =
1

2
x1 +

1

2
x3.

Подсистема (ξ1, ξ2) является управляемой, переменная η является неуправляемой. ⊡

Пример 4.2. Исследуйте на управляемость систему
ẋ1 = 2x1 + x2 + x3,
ẋ2 = 3x1 + x2 + x3 + u,
ẋ3 = −x2 + x3.

В случае отсутствия управляемости проведите декомпозицию по управлению.

РЕШЕНИЕ ПРИМЕРА.

A =

2 1 1
3 1 1
0 −1 1

 , b =

0
1
0

 , W =

0 1 2
1 1 3
0 −1 −2


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Так как rankW = 2, система не является управляемой. Проведем декомпозицию по управ-
лению, перейдя в базис {g1, g2, f}.

g1 = b =

0
1
0

 , g2 = Ab =

 1
1
−1

 , Ag2 = A2b =

 2
3
−2

 = g1 + 2g2.

Сделаем замену переменных x = ξ1g
1 + ξ2g

2 + ηf и запишем систему в новых переменных
(ξ1, ξ2 — управляемые, η — неуправляемая). 1) Случай f =

(
1 0 1

)⊤.

Af =

3
4
1

 = 3g1 + g2 + 2f.

ẋ = ξ̇1g
1 + ξ̇2g

2 + η̇f 1 = Ax+ bu = ξ1g
2 + ξ2(g

1 + 2g2) + η(3g1 + g2 + 2f 1) + g1u.


ξ̇1 = ξ2 + 3η + u,

ξ̇2 = ξ1 + 2ξ2 + η,

η̇ = 2η,


x1 = ξ2 + η,

x2 = ξ1 + η,

x3 = −ξ2 + η,


ξ1 = −1

2
x1 + x2 +

1

2
x3,

ξ2 =
1

2
x1 −

1

2
x3,

η =
1

2
x1 +

1

2
x3.

2) Случай f =
(
1 0 0

)⊤.

Af =

2
3
0

 = 3g1 + 2f.

ẋ = ξ̇1g
1 + ξ̇2g

2 + η̇f 1 = Ax+ bu = ξ1g
2 + ξ2(g

1 + 2g2) + η(3g1 + 2f 1) + g1u.
ξ̇1 = ξ2 + 3η + u,

ξ̇2 = ξ1 + 2ξ2,

η̇ = 2η,


x1 = ξ2 + η,

x2 = ξ1,

x3 = −ξ2,


ξ1 = x2 + x3,

ξ2 = −x3,

η = x1 + x3.

⊡

4.1 Стабилизация неуправляемой системы

ТЕОРЕМА 4.2. Если в системе (2) матрица Aηη асимптотически устойчива, то систе-
ма (2) и, соответственно, система (1) стабилизируема при помощи обратной связи по
известному вектору состояния.

ЗАМЕЧАНИЕ. Скорость стабилизации ограничена корнями характеристического полинома
|Aηη − λE|.
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Пример 4.3. Стабилизируйте положение равновесия x1 = 0, x2 = 0 системы{
ẋ1 = x2 + u,

ẋ2 = −x2,

если известен вектор состояния.

РЕШЕНИЕ ПРИМЕРА. Выпишем матрицу системы A, вектор-столбец b и матрицу управляе-
мости W

A =

(
0 1
0 −1

)
, b =

(
1
0

)
, W =

(
1 0
0 0

)
.

Так как rankW = 1, система не управляема. Отметим, что переменная x1 является управ-
ляемой, а переменная x2 — нет. То есть система уже декомпозирована по управлению. При
этом тривиальное решение x2 = 0 уравнения, описывающего неуправляемое подпростран-
ство, асимптотически устойчиво. Рассмотрим u = Cx = c1x1, где C =

(
c1 0

)
,

Au = A+ bC =

(
c1 1
0 −1

)
, |Au − λE| = (c1 − λ)(−1− λ) = (λ− c1)(λ+ 1).

Видно, что характеристическое уравнение имеет два корня; λ1 = −1 и λ2 = c1. Таким обра-
зом, система стабилизируема при c1 < 0. ⊡
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