
1

11 Фильтр Калмана

11.1 Непрерывный фильтр Калмана

Рассмотрим непрерывную линейную динамическую систему, поведение которой описывается
вектором состояния:

ẋ(t) = A(t)x(t) + q(t),

где q(t) — нормальный случайный процесс типа белого шума:

M [q(t)] = 0, M [q(t)q⊤(s)] = Q(t)δ(t− s), Q(t) ≥ 0.

Также известны

x̃(t0) = M [x0(t)], P (t0) = M [(x(t0)− x̃(t0))(x(t0)− x̃(t0))
⊤] ≥ 0.

На интервале [t0, t] непрерывно поступает информация:

z(t) = H(t)x(t) + r(t),

где погрешность измерений r(t) — нормальный случайный процесс типа белого шума:

M [r(t)] = 0, M [r(t)r⊤(s)] = R(t)δ(t− s), R(t) > 0.

Кроме того ∀t ≥ t0

M [x(t0)q
⊤(t)] = 0, M [x(t0)r

⊤(t)] = 0

и ∀t, s

M [r(t)qT (s)] = 0

Требуется в любой момент времени t ≥ t0 определить оценку x̃(t), удовлетворяющую усло-
виям линейности, несмещенности и ортогональности.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11.1 (Непрерывный фильтр Калмана). Непрерывным фильтром Калмана
называется алгоритм оценивания, описываемый соотношениями:

˙̃x = Ax̃+K(z −Hx), x̃ (t0) = x̃0,

K = PxH
TR−1

Ṗx = APx + PxA
T +Q− PxH

TR−1HPx, Px (t0) = P0

ЗАМЕЧАНИЕ. Дифференциальное уравнение для ковариационной матрицу ошибок оценки
называется уравнением Риккати.
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ТЕОРЕМА 11.1. Пусть P (t) — положительно-определенная и ограниченная для всех t > t0
матрица (σ2

1E < P (t) < σ2
2E, σ1,2 = const ), являющаяся решением уравнения Риккати:

Ṗ = AP + PAT +Q− PHTR−1HP.

Тогда однородное уравнение ошибок

∆ẋ = (A−KH)∆x

устойчиво. Если пара (A,H) — наблюдаема, тогда это уравнение асимптотически устой-
чиво.

ТЕОРЕМА 11.2. Пусть P1, P2 — два решения уравнения Риккати

Ṗ = AP + PAT +Q− PHTR−1HP,

соответствующие двум возможным начальным значениям P1(t0) и P2(t0). Решения одно-
родных уравнений

∆ẋ =
(
A− P1H

TR−1H
)
, ∆ẋ =

(
A− P2H

TR−1H
)

устойчивы (соответственно асимптотически устойчивы). Тогда разность |P1 − P2| огра-
ничена (соответственно |P1 − P2| → 0 при t → ∞ ).

ТЕОРЕМА 11.3. Рассмотрим стационарный случай: A,H,Q,R — const . Пусть пара (A,H)
— наблюдаема, пара (A,B) — управляема (здесь BB⊤ = Q), тогда

1) существует единственное установившееся решение P∞ уравнения Ṗ = AP + PAT −
Q+ PHTR−1HP, limt→∞ P (t) = P∞ удовлетворяющее уравнению

AP∞ + P∞AT −Q+ P∞HTR−1HP∞ = 0

2) однородное уравнение

∆ẋ =
(
A− P∞HTR−1H

)
∆x

асимптотически устойчиво.

11.2 Дискретный фильтр Калмана

Рассмотрим линейную динамическую систему, которая в дискретном времени подчиняется
уравнению:

xj+1 = Φjxj + qj,

где xj — вектор состояния в момент времени tj, qj — дискретный белый шум с известной
интенсивностью — ковариационной матрицей Qj, Φj — известная переходная матрица. За-
даны x̃0 = M [x0], P0 = M [(x0 − x̃0)(x0 − x̃0)

⊤]. В момент времени j = 0, 1, 2, . . . поступает
информация z0, z1, z2, . . .

zj = Hjxj + rj.
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Погрешность информации rj — некоррелированный во времени вектор с нулевым средним и
известной интенсивностью Rj : M [rir

⊤
j ] = Rjδij. Кроме того, полагаем M [xir

⊤
j ] = 0. Требуется

в каждый момент времени j получить оценку x̃j, удовлетворяющую условиям линейности,
несмещенности, оптимальности (условию минимума дисперсии ошибки оценивания).

Введем обозначения:
x̃−
j = M [x/z0, z1, . . . , zj−1] — априорная оценка вектора x в момент времени j, использует

измерения z0, . . . , zj−1

x̃+
j = M [x/z0, z1, . . . , zj] — апостериорная оценка вектора x в момент времени j, исполь-

зует измерения z0, . . . , zj;
P−
j — априорная оценка ковариационной матрицы вектора x в момент времени j;

P+
j — апостериорная оценка ковариационной матрицы вектора x в момент времени j.

ТЕОРЕМА 11.4 (Дискретный фильтр Калмана). Оптимальная оценка xj дается дискрет-
ным фильтром Калмана, описываемым следующими соотношениями:

1) этап инициализации

x̃−
0 = x̃0

P−
0 = P0

2) этап коррекции

x̃+
j = x̃−

j +Kj

(
zj −Hjx̃

−
j

)
Kj = P−

j HT
j

(
HjP

−
j HT

j +Rj

)−1

P+
j = (E −KjHj)P

−
j

3) этап прогноза

x̃−
j+1 = Φjx̃

+
j

P−
j+1 = ΦjPjΦ

T
j +Qj

ТЕОРЕМА 11.5 (Стационарный дискретный фильтр Калмана). Пусть Φj = Φ = const ,
Hj = H = const , Qj = Q = const , Rj = R = const . Так как Q является положительно
определенной матрицей, существует матрица B такая, что BB⊤ = Q. Матрица B назы-
вается квадратным корнем из Q. Отметим, что представление BB⊤ = Q неоднозначное.
Пусть пара (Φ, H) — наблюдаема, пара (Φ, B) — управляема. Тогда при бесконечном времени
наблюдения

1) существуют пределы матриц P−
j , P+

j , Kj, определяемые соотношениями

P−
∞ = ΦP+

∞Φ⊤ +Q > 0,

P+
∞ = (E −K∞H)P−

∞ > 0,

K∞ = P−
∞H⊤(HP−

∞H⊤ +R)−1.
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3) Уравнения ошибок

∆x−
j+1 = Φ∆x+

j + qj

∆x+
j = (E −K∞H)∆x−

j −K∞rj

таковы, что при qj = 0, rj = 0 выполнено

∆x−
j ,∆x+

j → 0, при j → ∞.

Пример 11.1. Методом калмановской фильтрации построить оценку x̃ величины x и най-
ти ошибку σ∆x оценки в момент времени t = 1 :

ẋ = −x+ q, M [q] = 0, M [q(t)q(s)] = δ(t− s)

z = x+ r, M [r] = 0, M [r(t)r(s)] = δ(t− s)

µx(0) = 1, σx(0) = 1, z(0) = 2

РЕШЕНИЕ ПРИМЕРА. Оценка x̃(1) находится в два этапа. Первый этап — этап коррекции
априорной информации, доступной в момент времени t = 0, по данным измерения z(0) = 2
в тот же момент времени. Учитывая, что x̃−(0) = µx(0), P

−(0) = σ2
x(0), H = 1, Q = 1, R = 1,

воспользуемся формулами этапа коррекции дискретного фильтра Қалмана:

K = P−(0)HT
(
HP−(0)HT +R

)−1
= 1/2,

P+(0) = (1−KH)P−(0) = 1/2,

x̃+(0) = x̃−(0) +K
(
z(0)−Hx̃−(0)

)
= 3/2.

Второй этап — этап прогноза на момент времени t = 1. Для этого необходимо решить урав-
нение

µ̇x = −µx

с начальными условиями µx(0) = x̃+(0) и получить значение µx(t) при t = 1. Решение данного
дифференциального уравнения с начальными условиями имеет вид

µx(t) = x̃+(0)e−t =
3

2
e−t

В момент времени t = 1 получаем x̃ = µx(1) =
3
2
e−1. Ковариация ошибки оценки удовлетво-

ряет дисперсионному уравнению:

Ṗ = AP + PAT +Q или Ṗ = −2P +
1

2
.

Решив данное уравнение с начальными условиями P+(0), получим

P (t) =
1

2
.

Таким образом, в момент времени t = 1 получаем P (1) = 1
2
. Отсюда

σ∆x =
1√
2
.

⊡
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