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Ãëàâà 1

Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ëèíåàðèçàöèÿ

Óïðàâëÿåìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (ÓÄÑ), êàê ïðàâèëî, îïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ñè-
ñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

ẏ = f(y, u, t),

ãäå y � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ðàçìåðíîñòè n, u � âåêòîð óïðàâëåíèÿ ðàçìåðíîñòè r, t � âðå-
ìÿ, f � âåêòîð-ôóíêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ îïðåäåëåííîìó êëàññó. Â äàëüíåéøåì, åñëè íå
îãîâîðåíî èíîãî, ôóíêöèþ f áóäåì ñ÷èòàòü äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé ñâîèõ àðãóìåí-
òîâ. Åñëè ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû ÿâíûì îáðàçîì íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, îíà íàçûâàåòñÿ
àâòîíîìíîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ÍÅ àâòîíîìíîé. Â ñëó÷àå, êîãäà óïðàâëåíèå âûáðàíî,
êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè è (èëè) ôàçîâûõ êîîðäèíàò, àíàëèç äâèæåíèÿ ÓÄÑ ìîæåò ïðîèçâî-
äèòüñÿ ìåòîäàìè àíàëèçà ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñõîäÿ èç íåêîòîðûõ ñîîáðàæåíèé, íàïðèìåð, ïðîñòîòû ðåàëè-
çàöèè èëè ìèíèìèçàöèè êàêîé-òî öåëåâîé ôóíêöèè, âûáðàíî óïðàâëåíèå u∗, êîòîðîå â
äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü æåëàåìûì, èëè ïðîãðàììíûì óïðàâëåíèåì, à ñîîòâåòñòâó-
þùåå åìó äâèæåíèå ÓÄÑ � æåëàåìûì, èëè ïðîãðàììíûì, äâèæåíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå
åñòåñòâåííà ïîñòàíîâêà çàäà÷è àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè æåëàåìîãî äâèæåíèÿ. Íà ïåðâîì
ýòàïå ýòà çàäà÷à òðàäèöèîííî ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ìåæäó æåëàåìûì äâèæåíèåì è ðåàëüíûì, ñîõðàíèâ èíäåêñ ∗
äëÿ ïåðåìåííûõ, îòâå÷àþùèõ æåëàåìîìó äâèæåíèþ: x(t) = y(t) − y∗(t), ãäå ÷åðåç x(t)
îáîçíà÷åíî îòêëîíåíèå îò æåëàåìîãî äâèæåíèÿ. Îòêëîíåíèå óïðàâëåíèé îò æåëàåìûõ
îáîçíà÷èì ÷åðåç w(t), w(t) = u(t) − u∗(t). Çàïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â îò-
êëîíåíèÿõ:

ẋ(t) = ẏ(t)− ẏ∗(t) = f(y∗, u∗, t).

Ïîëàãàÿ îòêëîíåíèÿ óïðàâëåíèé è ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ìàëûìè, ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà, è, óäåðæèâàÿ ÷ëåíà ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå â îòêëîíåíèÿõ â âèäå

ẋ = A(t)x+B(t)w,

ãäå A(t) è B(t) ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè n× n è n× r ñîîòâåòñòâåííî. Â áîëüøèíñòâå çàäà÷
äàííîãî ñáîðíèêà ìàòðèöû ïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè îò âðåìåíè.

1



Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ñèíòåçà, èëè ïîñòðîåíèÿ
óïðàâëåíèÿ w â âèäå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî îòêëîíåíèþ x: w = Kx, ãäå K � ìàòðè-
öà, ýëåìåíòû êîòîðîé ïîäëåæàò âûáîðó ñ öåëüþ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ.

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ïðî-
ãðàììíîå äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì ïðîèçâîäíûå îò ôàçîâûõ êîîðäèíàò, íå ÿâëÿþùèõñÿ
öèêëè÷åñêèìè, ðàâíû íóëþ, à îò öèêëè÷åñêèõ � êîíñòàíòàì.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè.
Îïðåäåëåíèå 1.1. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ẋ = f(x), f(0) = 0, x(t0) 6= 0

íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî èç âûïîëíåíèÿ
óñëîâèÿ |x(t0)| ≤ δ ⇒ |x(t)| < ε ∀t > t0.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âûì, åñëè îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ X0

òàêàÿ, ÷òî lim
t→∞

x(t) = 0∀x(t0) ∈ X0.

Ìíîæåñòâî X0 íà÷àëüíûõ óñëîâèé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè, íàçûâàþò îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Åñëè ýòî ìíî-
æåñòâî ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé, òî ðåøåíèå x(t) ≡ 0 íàçûâàþò àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâûì â öåëîì, èëè ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé â îòêëîíåíèÿõ âèäà ẋ = Ax, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå:

Òåîðåìà 1.1. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi ìàòðèöû A èìåþò îòðèöàòåëüíûå
äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè.

Äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè âñåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ
a0λ

n + a1λ
n−1 + . . .+ an−1λ+ an = 0

ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè áóäóò îòðèöàòåëüíû, åñëè âûïîëíåí êðèòåðèé Ðàóñà-
Ãóðâèöà.

Ïðèìåð 1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé
ẋ = v cos θ,
ẏ = v sin θ,
mv̇ = −cv −mg sin θ,
mvθ̇ = −mg cos θ

îïèñûâàåò äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè â èäåàëüíîé æèä-
êîñòè ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. Çäåñü x, y � ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ êî-
îðäèíàòû òî÷êè, v � ìîäóëü ñêîðîñòè òî÷êè, θ � óãîë íàêëîíà òðàåêòîðèè, m � ìàñ-
ñà òî÷êè, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, c � êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ. Íàéòè
ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû è èññëåäîâàòü èõ óñòîé÷èâîñòü. Èññëåäîâàòü óñòîé-
÷èâîñòü â öåëîì.

Ðåøåíèå:
Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòû x è y ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè, ïîýòîìó àíàëèç óñòîé÷èâîñòè
ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ïåðåìåííûõ v è
θ. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì áåçðàçìåðíûå ñêîðîñòü V è âðåìÿ τ ïî ôîðìóëàì v = v∗V, t = t∗τ,
ãäå v∗ è τ∗ � ìàñøòàáíûå êîýôôèöèåíòû. Âûáèðàÿ ìàñøòàáíûå êîýôôèöèåíòû òàê, ÷òîáû
áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå gt∗

v∗
= 1, è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå k = ct∗

m , ïåðåïèøåì ñèñòåìó â âèäå:{
V̇ = −kV − sin θ,
θ̇ = −cos θ

V .
(1)
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Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ïðàâûõ ÷àñòåé.
Ïîëó÷àåì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû èìåþò âèä ( 1

k
;−π2 + 2πl), l ∈ Z. Âñåì ýòèì

ñîñòîÿíèÿì îòâå÷àåò äâèæåíèå âåðòèêàëüíî âíèç ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ëèíåàðèçîâàííîé â îêðåñòíîñòè ýòîãî äâèæåíèÿ, çàïèøåòñÿ â
âèäå λ2 + 2kλ+ k2 = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî λ1,2 = −k, ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâî, è åìó îòâå÷àåò îñîáàÿ òî÷êà òèïà óçëà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå îêðóæíîñòè V = Const â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (V, θ). Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî
âðåìåíè îò ôóíêöèè V â ñèëó ñèñòåìû (1)

dV

dt
= −V − sin θ

îòðèöàòåëüíà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ V . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè áîëüøèõ V , òðàåêòîðèè ñè-
ñòåìû (1) ïåðåñåêàþò ýòó îêðóæíîñòü ñíàðóæè âíóòðü, ÷òî äîêàçûâàåò íåóñòîé÷èâîñòü
áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ ó ñèñòåìû (1) ïðåäåëüíûõ öèêëîâ âîñïîëüçóåìñÿ
êðèòåðèåì Äþëàêà [5]. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü ôóíêöèþ B(V, θ) òàêóþ, ÷òîáû
âûðàæåíèå

∂(B(V, θ)V̇ )
∂V

+
∂(B(V, θ)θ̇)

∂θ

áûëî çíàêîïîñòîÿííûì â íåêîòîðîé îáëàñòè. Òîãäà â ýòîé îáëàñòè ïðåäåëüíûå öèêëû îò-
ñóòñòâóþò. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ B(V, θ) = V óäîâëåòâîðÿåò óêàçàííîìó óñëîâèþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, äâèæåíèå âåðòèêàëüíî âíèç ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâûì â öåëîì.

Ïðèìåð 2. Íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (k1, k2) óêàçàòü îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè
òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû {

ẋ1 = u1 + x2,
ẋ2 = u2 + x2

ïðè èñïîëüçîâàíèè óïðàâëåíèÿ âèäà u1 = k1x1, u2 = k2x1.
Ðåøåíèå:

Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ äàííîé ñèñòåìû â âèäå |A− λE| = 0, èëè∣∣∣∣( k1 − λ 1
k1 1− λ

)∣∣∣∣ = λ2 − (k1 + 1)λ+ k1 − k2 = 0.

Óñëîâèÿ îòðèöàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ çàäàþòñÿ óñëî-
âèÿìè k1 + 1 < 0, k1 − k2 > 0. Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 1.

Ïðèìåð 3. Íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (k1, k2) óêàçàòü îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè
òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû {

ẋ1 = u1 + x2,
ẋ2 = u2 + x1

ñ çàïàñîì 2 ïðè èñïîëüçîâàíèè óïðàâëåíèÿ âèäà u1 = k1x1, u2 = k2x2.
Ðåøåíèå:

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååò âèä
λ2 − (k1 + k2)λ+ k1k2 − 1− 0.

Äëÿ óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ñ çàïàñîì 2 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ áûëè ìåíüøå (−2), ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ
íåðàâåíñòâàìè k1 − k2 > 0, k1(2 + k2) > −3− 2k2.
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Ïðèìåð 4. Íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà k, ïðè êîòîðûõ âûáîðîì óïðàâëåíèÿ u =
kx óäàåòñÿ äîñòè÷ü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

...
x + ẍ+ ẋ+ u = 0.

Ðåøåíèå:
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä a0λ

3+a1λ
2+a2λ+a3 = 0, ãäå a0 = 1, a1 = 1, a2 =

1, a3 = k. Äëÿ îòðèöàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé ýòîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé Ðàóñà-Ãóðâèöà:

a0 > 0, D1 = a1 > 0, D2 =
∣∣∣∣( a1 a3

a0 a2

)∣∣∣∣ = 0, D3 = a3D2 > 0.

Â äàííîì ïðèìåðå ýòè óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä 1 > 0,
1− k > 0,
k(1− k) > 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì k ∈ (0; 1).
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Ãëàâà 2

Àíàëèç íàáëþäàåìîñòè.

Äåêîìïîçèöèÿ ïî íàáëþäåíèþ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó
ẋ = Ax, z = Hx. (2.1)

Çäåñü x � n-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö êîîðäèíàò, îïèñûâàþùèé ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, z � m-
ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö èçìåðåíèé (â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ m < n), A �
ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (n× n), H � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (m× n).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñèñòåìà (2.1) íàçûâàåòñÿ íàáëþäàåìîé â ìîìåíò âðåìåíè t,
åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè t0 òàêîé, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû x(t) èç íàáëþäåíèÿ âûõîäíîé ôóíêöèè z(τ) íà îòðåçêå [t0, t].

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ìàòðèöà

N =


H
HA
. . .

HAn−1


íàçûâàåòñÿ ãðàìèàíîì íàáëþäàåìîñòè.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû (2.1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû rank N = n.

Ñëåäñòâèå. Ïðè m = 1 óñëîâèå íàáëþäàåìîñòè ïðèíèìàåò âèä detN 6= 0
Îïðåäåëåíèå 2.3. Êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé Ôðîáåíèóñà ïî íàáëþäåíèþ íàçûâàåòñÿ

ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà: 

ξ̇1 = αnξ1 + ξ2,

ξ̇2 = αn−1ξ1 + ξ3,

ξ̇3 = αn−2ξ1 + ξ4,
. . .

ξ̇n−1 = α2ξ1 + ξn,

ξ̇n = α1ξ1,
z = ξ1

èëè â ìàòðè÷íîì âèäå:

ξ̇ = Aξξ
z = hT ξ,

ãäå Aξ =


αn 1 0 . . . 0
αn−1 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

α2 0 0 . . . 1
α1 0 0 . . . 0

 , h =


1
0
...
0

 .
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Òåîðåìà 2.2. Ñèñòåìà (2.1) íàáëþäàåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ìîæíî
çàïèñàòü â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå Ôðîáåíèóñà ïî íàáëþäåíèþ.

Òåîðåìà 2.3. (Î äåêîìïîçèöèè) Åñëè ñèñòåìà (2.1) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ íà-
áëþäàåìîé, òî îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå äâóõ ïîäñèñòåì, îäíà èç êîòîðûõ ïîëíîñòüþ
íàáëþäàåìà â ñâîåì ïîäïðîñòðàíñòâå, à äðóãàÿ ÿâëÿåòñÿ íåíàáëþäàåìîé.

Ïðèìå÷àíèå. Ðàíã ãðàìèàíà íàáëþäàåìîñòè ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íàáëþäàåìîñòè è
ðàâåí ðàçìåðíîñòè íàáëþäàåìîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåð 1. Ñèñòåìà (2.1) íàáëþäàåìà. Ïðèâåñòè åå ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå Ôðî-
áåíèóñà ïî íàáëþäåíèþ.

Ðåøåíèå:
Ðåøåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå áàçèñà (çàìåíû ïåðåìåííûõ), â êîòîðîì ñèñòåìà ïðèìåò
êàíîíè÷åñêèé âèä. Â ñèëó íàáëþäàåìîñòè áàçèñ (g1, g2, . . . , gn):

g1 = h, g2 = AT g1, . . . , gn = AT gn−1

ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì. Ââåäåì íîâûå êîîðäèíàòû ξi = xT fi, i = 1, . . . , n. Òîãäà
ξ1 = xT g1 = xT f1,

ξ2 = ξ̇1 − αnξ1 = xT (g2 − αng1) = xT f2,

ξ3 = ξ̇2 − αn−1ξ1 = xT (g3 − αng2 − αn−1g1) = xT f3,
. . .

ξn−1 = ξ̇n−2 − α3ξ1 = xT (gn−1 − αngn−2 − αn−1gn−3 − . . .− α4g2 − α3g1) = xT fn−1,

ξn = ξ̇n−1 − α2ξ1 = xT (gn − αngn−1 − αn−1gn−2 − . . .− α3g2 − α2g1) = xT fn,

ξ̇n = xT (gn+1 − αngn − αn−1gn−1 − . . .− α3g3 − α2g2) = xTα1g1 = α1ξ1.

Çäåñü αi (i = 1, . . . , n) � çàðàíåå âû÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ ìàòðèöû A.

Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü íà íàáëþäàåìîñòü. ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1 + x2 + x3,
ẋ3 = x1 − x3,

z = x1

Ðåøåíèå:

A =

0 1 0
1 1 1
1 0 −1

 hT =
(
1 0 0

)
hTA =

(
0 1 0

)
hTA2 =

(
1 1 1

) N =

1 0 0
0 1 0
1 1 1

 .

detN 6= 0, òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà íàáëþäàåìà.
Ïðèìåð 3. Èññëåäîâàòü íà íàáëþäàåìîñòü. Åñëè ñèñòåìà íå âïîëíå íàáëþäàåìà,

ïðîâåñòè äåêîìïîçèöèþ ïî íàáëþäåíèþ. ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1 + x2 + x3,
ẋ3 = x1 + x3,

z = x2

Ðåøåíèå:

A =

0 1 0
1 1 1
1 0 1

 hT =
(
0 1 0

)
hTA =

(
1 1 1

)
hTA2 =

(
2 2 2

) N =

0 1 0
1 1 1
2 2 2

 rank N = 2.
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Òàê êàê rank N = 2, ñèñòåìà íå âïîëíå íàáëþäàåìà. Ïðîâåäåì äåêîìïîçèöèþ ïî íàáëþ-
äåíèþ:

z = x2,
ż = x1 + x2 + x3,
z̈ = 2x1 + 2x2 + 2x3,

y1 = x2,
y2 = x1 + x3,
y3 = x1 − x3,

x1 = 1
2y2 + 1

2y3,
x2 = y1,
x3 = 1

2y2 −
1
2y3, ẏ1 = y1 + y2,

ẏ2 = y1 + y2,
ẏ3 = y1 − y2,

z = y1

Ïðèìåð 4. Èññëåäîâàòü íà íàáëþäàåìîñòü. Èçìåðåíèå ñîäåðæèò ïîñòîÿííóþ
ïîãðåøíîñòü. {

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1,

z = x1 + C, C = Const

Ðåøåíèå:
Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ x3 = C, ẋ3 = 0. ẋ1 = x2,

ẋ2 = x1,
ẋ3 = 0,

z = x1 + x3

A =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , N =

 hT

hTA
hTA2

 =

1 0 1
0 1 0
1 0 0

 , rank N = 3.

Òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà ïîëíîñòüþ íàáëþäàåìà.
Ïðèìåð 5. Èññëåäîâàòü íà íàáëþäàåìîñòü. Èçìåðåíèå ñîäåðæèò íåñòàöèîíàð-

íóþ ïîãðåøíîñòü (ω 6= 0). {
ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x1,

z = x1 + sinωt.

Ðåøåíèå:
Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ:

x3 = sinωt,
x4 = cosωt,

ẋ3 = ω cosωt,
ẋ4 = −ω sinωt,

ẋ3 = ωx4,
ẋ4 = −ωx3,
z = x1 + x3.

A =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 ω
0 0 −ω 0

 , N =


hT

hTA
hTA2

hTA3

 =


1 0 1 0
0 1 0 ω
−1 0 −ω2 0
0 −1 0 −ω3

 ,

detN =

∣∣∣∣∣∣
1 0 ω
0 −ω2 0
−1 0 −ω3

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣
0 1 ω
−1 0 0
0 −1 −ω3

∣∣∣∣∣∣ = ω(ω2 − 1)2, ω /∈ {−1, 0, 1}.
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Ãëàâà 3

Àíàëèç óïðàâëÿåìîñòè.

Äåêîìïîçèöèÿ ïî óïðàâëåíèþ.

Ñòàáèëèçàöèÿ

Àíàëèç óïðàâëÿåìîñòè. Äåêîìïîçèöèÿ ïî óïðàâëåíèþ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó
ẋ = Ax+Bu, u(·) ∈ U = {u(·) ∈ KC|u(t) ∈ Rs}. (3.1)

Çäåñü x � n-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö êîîðäèíàò, îïèñûâàþùèé ñîñòîÿíèå óïðàâëÿåìîãî îáú-
åêòà, u � s-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà
ðàçìåðíîñòè (n×n), B � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (n×s), KC � ïðîñòðàíñòâî âåê-
òîðíûõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, Rs � s-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîçèöèîííûõ óïðàâ-
ëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ñèñòåìà (3.1) íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé, åñëè åå
ìîæíî ïåðåâåñòè èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â ëþáîå êîíå÷íîå ñ ïîìîùüþ óïðàâ-
ëåíèÿ u(·) ∈ U çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ìàòðèöà W = (B,AB, . . . , An−1B) íàçûâàåòñÿ ãðàìèàíîì
óïðàâëÿåìîñòè.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (3.1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû rank W = n.

Ñëåäñòâèå. Ïðè s = 1 êðèòåðèé óïðàâëÿåìîñòè ïðèíèìàåò âèä: detW 6= 0.
Ïðèìå÷àíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (3.1) ïðè s = 1 áûëà ïðåäñòàâèìà â

âèäå îäíîìåðíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà áûëà
ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé.

Òåîðåìà 3.2. (Î äåêîìïîçèöèè) Åñëè ñèñòåìà (3.1) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâ-
ëÿåìîé, òî îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå äâóõ ïîäñèñòåì, îäíà èç êîòîðûõ ïîëíîñòüþ óïðàâ-
ëÿåìà â ñâîåì ïîäïðîñòðàíñòâå, à äðóãàÿ ÿâëÿåòñÿ íåóïðàâëÿåìîé.

Ïðèìå÷àíèå. Ðàíã ãðàìèàíà óïðàâëÿåìîñòè ÿâëÿåòñÿ ìåðîé óïðàâëÿåìîñòè è
ðàâåí ðàçìåðíîñòè óïðàâëÿåìîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåð 1. Ïðîâåñòè àíàëèç óïðàâëÿåìîñòè è äåêîìïîçèöèþ ñèñòåìû ïî óïðàâ-
ëåíèþ  ẋ1 = x2 + x3,

ẋ2 = x1 + x2 + u,
ẋ3 = −x2 − x3.
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Ðåøåíèå:
Çàïèøåì ñèñòåìó â ìàòðè÷íîì âèäå

A =

0 1 1
1 1 0
0 −1 −1


è âû÷èñëèì ãðàìèàí óïðàâëÿåìîñòè

b =

0
1
0

 , Ab =

 1
1
−1

 , A2b =

0
2
0

 , W =

0 1 0
1 1 2
0 −1 0

 .

Òàê êàê rank W = 2 ⇒ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé. Ïðîâåäåì äå-
êîìïîçèöèþ ïî óïðàâëåíèþ. Ïðèâåäåì ñèñòåìó ê áàçèñó (g1 = b, g2 = Ag1, f1), ãäå
f1 =

(
α1 α2 α3

)T îðòîãîíàëåí g1, g2: (f1, g1) = (f1, g2) = 0 ⇒ α2 = 0, α1 − α3 = 0.
Òî åñòü f1 =

(
1 0 1

)T .

Ag2 =

0
2
0

 = 2g1, Af1 =

 1
1
−1

 = g2.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x = ξ1g
1 + ξ2g

2 + ηf1: x1 = ξ2 + η,
x2 = ξ1 + ξ2,
x3 = −ξ2 + η.

Äëÿ çàïèñè ñèñòåìû â íîâûõ ïåðåìåííûõ, ïîäñòàâèì çàìåíó ïåðåìåííûõ â ïðàâóþ è ëåâóþ
÷àñòè âûðàæåíèÿ ẋ = Ax+bu è ïðèâåäåì ïîäîáíûå ÷ëåíû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûõ
âåêòîðàõ g1, g2, f1:

ẋ = ξ̇1g
1 + ξ̇2g

2 + η̇f1 = Ax+ bu = ξ1g
2 + ξ22g1 + ηg2 + g1u.

Â íîâîì áàçèñå 
ξ1 = −1

2x1 + x2 + 1
2x3,

ξ2 = 1
2x1 − 1

2x3,

η = 1
2x1 + 1

2x3

ñèñòåìà èìååò âèä  ξ̇1 = 2ξ2 + u,

ξ̇2 = ξ1 + η,
η̇ = 0.

Ïîäñèñòåìà (ξ1, ξ2) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé, ïåðåìåííàÿ η ÿâëÿåòñÿ íåóïðàâëÿå-
ìîé.

Ïðèìåð 2. Ïðîàíàëèçèðîâàòü óïðàâëÿåìîñòü. Äåêîìïîçèðîâàòü ñèñòåìó ïî êîì-
ïîíåíòàì âåêòîðà óïðàâëåíèÿ. Ðàçîáðàòü äâà âàðèàíòà: ïîñëåäîâàòåëüíóþ è ïàðàëëåëü-
íóþ (÷åëíî÷íóþ) äåêîìïîçèöèè. 

ẋ1 = x1 + x2 + u1,
ẋ2 = x2 + u2,
ẋ3 = 2x3 + x4 + u2,
ẋ4 = 2x4 + u1.
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Ðåøåíèå:

A =


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 , b =


1 0
0 1
0 1
1 0

 ,

W =


1 0 1 1 1 2 1 3
0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 1 2 4 4 12 8
1 0 2 0 4 0 8 0

 , rkW = 4

g1 = b1 =


1
0
0
1

 , g2 = Ag1 =


1
0
1
2

 , g3 = Ag2 =


1
0
4
4

 ,

g4 = Ag3 =


1
0
12
8

 = 4g1 − 8g2 + 5g3,

f1 = b2 =


0
1
1
0

 , f2 = Af1 =


1
1
2
0

 , f3 = Af2 =


2
1
4
0

 ,

1. Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ äåêîìïîçèöèÿ: áàçèñ {g1, g2, g3, f1}.
g4 = 4g1 − 8g2 + 5g3, f2 = 6g1 − 7g2 + 2g3 + f1, x = ξ1g

1 + ξ2g
2 + ξ3g

3 + η1f
1,

ẋ = ξ̇1g
1 + ξ̇2g

2 + ξ̇3g
3 + η̇1f

1,

Ax+Bu = ξ1g
2 + ξ2g

3 + ξ3(4g1 − 8g2 + 5g3) + η1(6g1 − 7g2 + 2g3 + f1),
x1 = ξ1 + ξ2 + ξ3,
x2 = η1,
x3 = ξ2 + 4ξ3 + η1,
x4 = ξ1 + 2ξ2 + 4ξ3,


ξ̇1 = 4ξ3 + 6η1 + u1,

ξ̇2 = ξ1 − 8ξ3 − 7η1,
ξ̇3 = ξ2 + 5ξ3 + 2η1,
η̇1 = η1 + u2.

2. Ïàðàëëåëüíàÿ (÷åëíî÷íàÿ) äåêîìïîçèöèÿ: áàçèñ {g1, f1, g2, f2}.
g3 = −3g1 +

7
2
g2 − 1

2
f1 +

1
2
f2, f3 =

2
3
g1 − 1

3
g2 − 2

3
f1 +

5
3
f2,

x = ξ1p
1 + ξ2p

2 + η1v
1 + η2v

2,

p1 = g2 − 7
2g

1

p2 = g1

v1 = f2 − 5
3f

1

v2 = f1

, x =


−5/2 1 1 0

0 0 −2/3 1
1 0 1/3 1

−3/2 1 0 0



ξ1
ξ2
η1
η2

 ,


ξ̇1 = ξ2,

ξ̇2 = −3ξ1 + 7
2ξ2 + 2

3η1 −
1
2η2 + u1,

η̇1 = η2,
η̇2 = − 2

3η1 + 5
3η2 −

1
2ξ1 + 1

2ξ2 + u2.
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Ñòàáèëèçàöèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (3.1) ñòàáèëèçèðóåìà, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà K, ÷òî ïðè u = Kx òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.1)
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà 3.3. Åñëè ñèñòåìà (3.1) ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà, òî îíà ñòàáèëèçèðóåìà.
Ïðèìå÷àíèå. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Åñëè ñèñòåìà ñòàáèëèçèðóåìà,

òî ëèáî îíà ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà, ëèáî íå ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà è òðèâèàëüíîå ðå-
øåíèå íåóïðàâëÿåìîé ïîäñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ïðèìåð 3. Ñòàáèëèçèðîâàòü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, åñëè èçâåñòåí âåêòîð ñî-
ñòîÿíèÿ. {

ẋ1 = x2,
ẋ2 = x1 + u.

Ðåøåíèå:

A =
(

0 1
1 0

)
, b =

(
0
1

)
, W =

(
0 1
1 0

)
.

rankW = 2 ⇒ ñèñòåìà âïîëíå óïðàâëÿåìà. Ðàññìîòðèì u = k1x1 + k2x2

Au =
(

0 1
k1 + 1 k2

)
, |Au − λE| = (k2 − λ)(−λ)− (k1 + 1) = λ2 − k2λ− (k1 + 1).

Ñèñòåìà ñòàáèëèçèðóåìà ïðè k1 < −1, k2 < 0.
Ïðèìåð 4. Ñòàáèëèçèðîâàòü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, åñëè èçâåñòåí âåêòîð ñî-

ñòîÿíèÿ. {
ẋ1 = x2 + u,
ẋ2 = −x2.

Ðåøåíèå:

A =
(

0 1
0 −1

)
, b =

(
1
0

)
, W =

(
1 0
0 0

)
.

rankW = 1 ⇒ ñèñòåìà íå óïðàâëÿåìà. Îòìåòèì, ÷òî ïåðåìåííàÿ x1 ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé,à ïåðåìåííàÿ x2 � íåò. Ïðè ýòîì òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x2 = 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Ðàññìîòðèì u = k1x1

Au =
(
k1 1
0 −1

)
, |Au − λE| = (k1 − λ)(−1− λ) = (λ− k1)(λ+ 1).

Âèäíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: λ1 = −1 è λ2 = k1. Òàêèìîáðàçîì, ñèñòåìà ñòàáèëèçèðóåìà ïðè k1 < 0.

Ñèíòåç. Ñòàáèëèçàöèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî èçìåðå-

íèþ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (3.1) ïî èçìåðåíèþ z = Hx, ãäå H � ïîñòîÿííàÿ
ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (m× n). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïàðà (A,B) � óïðàâëÿåìà, à ïàðà
(A,H) � íàáëþäàåìà.
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Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ ðàññìîòðèì óïðàâëåíèå u ïî îöåíêå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ:
u = ku1x̃1 + ku2x̃2 = kT

u x̃.

Çäåñü x̃ � ëèíåéíàÿ îöåíêà âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ [1]:
˙̃x = Ax̃+ bu+Kz(z −Hx̃).

Óðàâíåíèå îøèáêè ∆x = x− x̃ îöåíêè èìååò âèä
∆ẋ = (A−KzH)∆x.

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ñâîäíîãî âåêòîðà
X =

(
x

∆x

)
.

èìååò âèä
Ẋ =

(
A+ bku −bku

0 A−Kzh
T

)
X = A∗X.

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé îïðåäåëèòåëü (êàê îïðåäåëèòåëü ñ íó-
ëåâûì óãëîì) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

|λE −A∗| = |λEI − (A+ bku)||λEI − (A− kzh
T )|.

Â ñèëó óïðàâëÿåìîñòè ïàðû (A,B) è íàáëþäàåìîñòè ïàðû (A,H) ìîæíî ïîäîáðàòü ku è kzòàê, ÷òî êàæäûé èç ñîìíîæèòåëåé áóäåò èìåòü íóæíûå êîðíè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ñèíòåç ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ è îöåíèâàíèÿ, êîòîðûé â ñîñòîÿíèè ñòàáèëèçèðîâàòü
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.

Ïðèìåð 5. Ïðè ïîìîùè óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî îöåíêå âåêòîðà ñîñòî-
ÿíèÿ ñòàáèëèçèðîâàòü ñèñòåìó: {

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x2 + u,

z = x1.

Ðåøåíèå:
Çàïèøåì ñèñòåìó â ìàòðè÷íîì âèäå:

A =
(

0 1
0 −1

)
, b =

(
0
1

)
, hT =

(
1 0

)
.

È èññëåäóåì ñèñòåìó íà íàáëþäàåìîñòü è óïðàâëÿåìîñòü:
W =

(
0 1
1 −1

)
, N =

(
1 0
0 1

)
, rkW = rkN = 2,

òî åñòü ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé è íàáëþäàåìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ðåøèòü
çàäà÷ó ñèíòåçà - ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ñâÿçè ïî îöåíêå
âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ:

|A−Kzh
T − λE| =

∣∣∣∣−kz1 − λ 1
−kz2 −1− λ

∣∣∣∣ = λ2 + (kz1 + 1)λ+ (kz1 + kz2),

kz1 > −1, kz1 + kz2 > 0.

|A+ bKu − λE| =
∣∣∣∣−λ 1
ku1 ku2 − 1− λ

∣∣∣∣ = λ2 + (1− ku2)λ− ku1 ,

ku1 < 0, ku2 < 1.
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Ãëàâà 4

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

äâèæåíèåì

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Ðàññìîòðèì êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ñ ïîìîùüþ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẏ = f(y, u), (4.1)
ãäå y � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ðàçìåðíîñòè n, u � ñêàëÿðíîå óïðàâëåíèå, f � ãëàäêàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ. Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì, äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àþùèìñÿ â ïðèëîæåíè-
ÿõ òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîñòü ôóíêöèè f(y, u) ïî óïðàâëå-
íèþ.Äëÿ ñèñòåìû (4.1) ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè íà÷àëüíûå è, âîçìîæíî, íåêîòîðûå êîíå÷íûå
óñëîâèÿ.

Óñëîâèåì îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà ñëóæèò ïåðâîå ïîïàäàíèå íà ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå
M ⊂ Rn, çàäàííîå ñ ïîìîùüþ m ðàâåíñòâ (1 ≤ m ≤ n):

M =
{
y ∈ Rn

∣∣∣ϕi(y) = 0, i = 1, . . . ,m, rang
{
∂ϕ

∂y

}
= m

}
.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé (4.1) ðàññìîòðèì ôèíèòíûé ãëàäêèé
ôóíêöèîíàë ϕ0(y(tk)), ãäå ìîìåíò tk � ïåðâûé ìîìåíò ïîïàäàíèÿ íà ìíîãîîáðàçèå M .
Íàïðèìåð, åñëè ââåñòè äîïîëíèòåëüíóþ êîîðäèíàòó xn+1 = t è îïðåäåëèòü ìíîãîîáðàçèå
M â ïðîñòðàíñòâå Rn+1 êàê ãèïåðïëîñêîñòü {xn+1 − tk = 0}, òî áóäåì èìåòü çàäà÷ó ñ
ôèêñèðîâàííûì âðåìåíåì tk.Ïóñòü ñèñòåìà (4.1) óïðàâëÿåìà, òî åñòü ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî óïðàâëåíèå è êî-
íå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè tk òàêèå, ÷òî y(tk) ∈ M . Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåñóðñû
óïðàâëåíèÿ îãðàíè÷åíû, òî åñòü óïðàâëåíèå u êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè ïðèíàäëåæèò ôóíê-
öèîíàëüíîìó ìíîæåñòâó

U =
{
u(·) ∈ L∞[t0, tk]

∣∣∣ u− ≤ u(t) ≤ u+

}
. (4.2)

Âîîáùå ãîâîðÿ, îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ ìîãóò îòñóòñòâîâàòü. Íàïðèìåð, â ðÿäå ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷ â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå âåêòîðà òÿãè, íà êî-
òîðîå íå íàëîæåíî íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé.

Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó
ϕ0(y(tk)) −→ inf

u(·)∈U
. (4.3)
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Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè óïðàâëåíèÿ, êîòîðîå
ïåðåâîäèò ñèñòåìó (4.1) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íà êîíå÷íîå ìíîãîîáðàçèå, óäîâëåòâîðÿåò
îãðàíè÷åíèþ (4.2) è ïðè ýòîì ôóíêöèîíàë (4.3) äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà íà òðàåêòîðèÿõ
ñèñòåìû (4.1).

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è èç òåîðåìû À.Ô. Ôèëèïïîâà î ñóùåñòâîâà-
íèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u0(·) ∈ Uè ìîìåíò âðåìåíè t0k ∈ [t0; tk] òàêèå, ÷òî íà ñîîòâåòñòâóþùåé îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè
y0(t) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ϕ0(y0(t0k)) = min
u(·)∈U

ϕ0(y(tk)).

Ïàðà {y0(·), u0(·), [t0; t01]}, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ïðîöåññîì.
Ââåäåì ïîíÿòèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîïðÿæåííûõ

èñõîäíîé:
ψ̇ = −

(
∂f(y0(t), u0(t))

∂y

)>
ψ (4.4)

è ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà
H(ψ, y, u) = ψ>f.

Òåîðåìà 4.1. Åñëè {y0(·), u0(·), [t0; t0k]} � îïòèìàëüíûé ïðîöåññ, òî ñóùåñòâóåò
íåíóëåâàÿ ïàðà {λ0 ≥ 0, ψ(·)} òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè ïî÷òè
ïðè âñåõ t ∈ [t0; t0k]

max
u−≤u≤u+

H(ψ(t), y0(t), u) = H(ψ(t), y0(t), u0(t)); (4.5)

2) óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè: âåêòîð
[
ψ(t0k) + λ0

∂ϕ0(y0(t0k))
∂y

]
îðòîãîíàëåí ê ìíîãî-

îáðàçèþ M â òî÷êå y0(t0k);

3) óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè (ïî÷òè âñþäó íà [t0; t0k])

H(t) = H(ψ(t), y0(t), u0(t)) ≡ 0. (4.6)

Íåîñîáûå è îñîáûå îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ è âàðèàíòû

èõ ñîïðÿæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (4.1) âèäà:{
ẏ = f(y, u, v) = f0(y) + f1(y)u
u ∈ U.

(4.7)
Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (4.3), (4.7) â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò ñêëàäûâàòüñÿ èç
ó÷àñòêîâ ðåãóëÿðíîãî (íåîñîáîãî) è ñèíãóëÿðíîãî (îñîáîãî) óïðàâëåíèé, ñîïðÿæåíèå êî-
òîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ êóñî÷íî�íåïðåðûâíî èëè ïîñðåäñòâîì ðåæèìà ñ ó÷àùàþùèìèñÿ
ïåðåêëþ÷åíèÿìè. 1

1Â ñëó÷àå, êîãäà ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé íå èìååò ïðåäåëà â êëàññå èçìåðè-
ìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñêîëüçÿùèå ðåæèìû óïðàâëåíèÿ.
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Íåîñîáîå óïðàâëåíèå

Óïðàâëåíèå u0(t) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè H ïî u (óðàâ-
íåíèå (4.5)). Â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, à ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ åìó äóãà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè çàäà÷è (4.3), (4.7) � ðåãóëÿðíîé äóãîé. Â
ñëó÷àå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû (4.7) âèäà

ẏ = Ay +Bu,

ãäå A è B � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòåé (n×n) è (n×1) ñîîòâåòñòâåííî, îïòèìàëü-
íîå óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ïàðà (A, B) óïðàâëÿåìà (det(B, AB, ...An−1) 6=
0). Â ðÿäå äðóãèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñèñòåìû (4.7) òàêæå ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îïòèìàëüíûå
óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè.

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
(4.3), (4.7) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðåãóëÿðíîå óïðàâëåíèå:

u0(t) =

{
u+, åñëè ψ>f1(y) > 0,

u−, åñëè ψ>f1(y) < 0,
(4.8)

ò.å. ðåãóëÿðíîå óïðàâëåíèå ïðèíèìàåò ïðåäåëüíûå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ äëÿ óïðàâëÿþùåé
ôóíêöèè.
Îñîáîå óïðàâëåíèå

Óïðàâëåíèå u0(t) íå ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíê-
öèè H ïî u. Ïóñòü ñóùåñòâóåò îòðåçîê âðåìåíè τ , τ ⊂ [t0, t0k] òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ τ
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

∂H

∂u
= 0,

÷òî äëÿ çàäà÷è (4.3), (4.7) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó
ψ>f1(y) ≡ 0, t ∈ τ ⊂ [t0; t1].

Óïðàâëåíèå, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óêàçàííûå óñëîâèÿ, íàçûâàåòñÿ îñîáûì èëè ñèíãó-
ëÿðíûì óïðàâëåíèåì, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó äóãà òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4.7) � ñèíãóëÿð-
íîé äóãîé.

Áîëüøèíñòâî çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, â êîòîðûõ
ìîæåò èìåòü ìåñòî îñîáîå óïðàâëåíèå, ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå çàäà÷è (4.3), (4.7). Çàäà÷è, â
êîòîðûõ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñîäåðæèò ðåæèì îñîáîãî óïðàâëåíèÿ, èíîãäà íàçûâàþò
âûðîæäåííûìè çàäà÷àìè.
Âû÷èñëåíèå îñîáîãî óïðàâëåíèÿ

Ïóñòü íà îòðåçêå τ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
∂H

∂u
= ψ>f1(y) ≡ 0, t ∈ τ ⊂ [t0; t1].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ∂H/∂u äèôôåðåíöèðóåìà ïî t â ñèëó ñèñòåì (4.4) è (4.7) äî
òåõ ïîð, ïîêà óïðàâëåíèå u íå âîéäåò ÿâíûì îáðàçîì (ñ íåíóëåâûì ìíîæèòåëåì) â î÷åðåä-
íóþ ïðîèçâîäíóþ. Ïîñëåäîâàòåëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå âûðàæåíèÿ ∂H/∂u ïî âðåìåíè
ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

∂

∂u

(
ds

dts

(
∂H

∂u

))
≡ 0, s = 1, ..., 2q − 1,

d2q

dt2q

(
∂H

∂u

)
= a(ψ, y) + u · b(ψ, y), b(ψ(t), y(t)) 6= 0.
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ïðè÷åì óïðàâëåíèå u ÿâíûì îáðàçîì ìîæåò âîéòè òîëüêî â ÷åòíóþ ïðîèçâîäíóþ. ×èñëî q
íàçûâàþò ïîðÿäêîì îñîáîãî óïðàâëåíèÿ, èëè ïîðÿäêîì âûðîæäåííîñòè (ñèíãóëÿðíîñòè)
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Åñëè b(ψ(t), y(t)) 6= 0 ïðè âñåõ t ∈ τ ⊂ [t0; t1], òî îñîáîå óïðàâëåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïîôîðìóëå
u(t) = −a(ψ(t), y(t))

b(ψ(t), y(t))
, t ∈ τ.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè îñîáîãî óïðàâëåíèÿ (Äæ. Keëëè [6])

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà íà îñîáîì óïðàâëåíèè â çàäà÷å
(4.3), (4.7) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå

(−1)qb(ψ, y) = (−1)q ∂

∂u

(
d2q

dt2q

(
∂H

∂u

))
≤ 0.

Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óñëîâèÿ Ëåæàíäðà-Êëåáøà äëÿ îñîáûõ ýêñòðåìàëåé
â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè [6].

Ó÷àùàþùèåñÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ

Âîïðîñ î ñîïðÿæåíèè ðåãóëÿðíîãî è îñîáîãî ó÷àñòêîâ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè îñòà-
åòñÿ íåäîñòàòî÷íî èçó÷åííûì. Áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûõ èëè äàæå êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêèõ óïðàâëåíèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñîïðÿ-
æåíèÿ. Ïåðâûé ïðèìåð çàäà÷è, â êîòîðîé ñîïðÿæåíèå ðåãóëÿðíîãî è îñîáîãî ó÷àñòêîâ
ïðîèñõîäèò ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé íà êîíå÷íîì îòðåçêå âðåìåíè ïðèíàä-
ëåæèò À.Ò.Ôóëëåðó. Ïðè ýòîì òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ íàêàïëèâàþòñÿ ê òî÷êå ñîïðÿæåíèÿ
ðåãóëÿðíîãî ó÷àñòêà ñ îñîáûì.

Ïðè q = 1 ñîïðÿæåíèå ó÷àñòêîâ îñîáîãî è íåîñîáîãî óïðàâëåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåêëþ÷åíèé íåîñîáîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïðè ÷åòíîì q îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íà íåîñîáîì ó÷àñòêå íå ìîæåò áûòü êóñî÷íî�
íåïðåðûâíûì. Ðàçðûâû óïðàâëåíèÿ (òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ) ñãóùàþòñÿ ê òî÷êå ñîïðÿæåíèÿ
ñ îñîáûì ó÷àñòêîì è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå îêàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèåé
ñî ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàçðûâà. Èçâåñòíû ïðèìåðû ñîïðÿæåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì
÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé è äëÿ îñîáîãî ó÷àñòêà íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, áîëüøåãî åäèíèöû [4].

Çàäà÷è ?? - ?? ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ
ñîïðÿæåíèå ðåãóëÿðíûõ è îñîáûõ ó÷àñòêîâ ìîæåò ïðîèñõîäèòü ñ ïîìîùüþ ÷åòåðèíã-
ðåæèìîâ [4], õîòÿ èññëåäîâàíèå òàêèõ ðåæèìîâ âûõîäèò çà ðàìêè ýòîãî ñáîðíèêà.
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Ãëàâà 5

Îïòèìàëüíîå îöåíèâàíèå ïðè

ñëó÷àéíûõ èçìåðåíèÿõ

Äèñêðåòíàÿ ñêàëÿðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì åå âîçìîæíûõ çíà÷å-
íèé Ω = {xi} è ìíîæåñòâîì âåðîÿòíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáûòèé P = {pi} ñ óñëîâèåìíîðìèðîâêè ∑

pi = 1.
Äëÿ íåïðåðûâíîé ñêàëÿðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X çàäàåòñÿ ìíîæåñòâî åå âîçìîæ-

íûõ çíà÷åíèé Ω = {x(t)} è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
F (x) = P (X < x),

ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X íå ïðåâîñõîäèò x.
Îïðåäåëåíèå 5.1. Ôóíêöèåé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

p(x) =
dF

dx

Ñëåäñòâèå. Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåãðè-
ðîâàíèåì ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè:

F (x) =

x∫
−∞

p(s)ds

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè è ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ:
F (−∞) = 0, F (∞) = 1, F (x1) ≤ F (x2) ∀x1 ≤ x2,

p(x) ≥ 0 ∀x,
∞∫

−∞

p(x)dx = 1

Îñíîâíûå äåòåðìèíèðîâàííûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí - ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå è êîâàðèàöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ôóíêöèè g(X) ñëó÷àéíîãî àðãó-
ìåíòà X íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà

M [g(X)] =
∫
Ω

g(x)p(x)dx
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ãäå Σ � îáëàñòü èçìåíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Ñëåäñòâèå. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ

÷èñëî
µx =

∫
xp(x)dx, (µx =

∑
xipi)

Ïðèìå÷àíèå. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå òàêæå íàçûâàþò öåíòðîì ìàññ
Îïðåäåëåíèå 5.3. Öåíòðèðîâàííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà:

◦
X= X − µx

Îïðåäåëåíèå 5.4. Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Dx =
∫

(x− µx)2p(x)dx = M

[( ◦
X

)2
]
, (Dx =

∑
(xi − µx)2pi).

Ïðèìå÷àíèå. Äèñïåðñèÿ òàêæå íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì èíåðöèè
Ñëåäñòâèå. Äèñïåðñèþ ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

Dx = M [x2]− µ2
x

Îïðåäåëåíèå 5.5. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì (ÑÊÎ) ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ

σx =
√
Dx

Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X, Y , òî îíè çàäàþòñÿ ïëîòíîñòüþ
âåðîÿòíîñòè p(x, y), çàâèñÿùåé îò äâóõ àðãóìåíòîâ. Ïðè ýòîì

Ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû ïî îïðåäåëåíèþ ïåðâûõ äâóõ ìîìåíòîâ òàêîâû
p(x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dy, F (x) = F (x,∞)

µx =
∫ ∫

xp(x, y)dxdy, Dx =
∫ ∫

(x− µx)2p(x, y)dxdy

Åñëè f(x, y) = fx(x)fy(y), òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X,Y � íåçàâèñèìû.
Îïðåäåëåíèå 5.6. Ìîìåíòîì êîððåëÿöèè íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà

Kxy = M [
◦
X

◦
Y ] =

∫
Ωx

∫
Ωy

(x− µx)(y − µy)p(x, y)dxdy.

Îïðåäåëåíèå 5.7. Êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ρxy =
Kxy

σxσy
, ãäå σ2

x = M

[( ◦
X

)2
]
, σ2

y = M

[( ◦
Y

)2
]

Ïðèìå÷àíèå. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíûì.
Ñëåäñòâèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Kxy (ñîîòâåòñòâåííî, ρxy) = 0, åñëè X è Y

� íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè ñëóæèò ìåðîé ëèíåéíîé ñâÿçè, ïîýòîìó íåêîððåëèðîâàííîñòè X è Y ñëåäóåò
òîëüêî òî, ÷òî ìåæäó íèìè îòñóòñòâóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçü.

18



Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Ðàññìîòðèì ïåðåîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
z = Hx,

ãäå x � n−ìåðíûé âåêòîð, ïîäëåæàùèé îïðåäåëåíèþ; z � èçâåñòíûé m−ìåðíûé âåêòîð
(âåêòîð èçìåðåíèÿ); ìàòðèöà H èìååò ðàçìåðíîñòü (m × n) è ïðåäïîëàãàåòñÿ èìåþùåé
ìàêñèìàëüíûé ðàíã (íà ïðàêòèêå èìååò ìåñòî ÷àùå âñåãî m� n è, ñîîòâåòñòâåííî, ñèñòå-
ìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íåñîâìåñòíà).

Ïîñêîëüêó êàæäîìó âåêòîðó x ∈ Rn ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð íåâÿçêè r ∈ Rm:
r = z −Hx

òî â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ çàäà÷è åñòåñòâåííî âûáðàòü òàêîé âåêòîð x̃, êîòîðûé äîñòàâëÿåò
ìèíèìóì äëèíû (íîðìû) âåêòîðà íåâÿçêè r.

Òåì ñàìûì ïðèõîäèì ê êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:
x̃ = argmin J(x), J(x) = (z −Hx)T (z −Hx) = rT r = ‖r‖2

Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà J ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ
∂J

∂x
= −2zTH + 2xTHTH = 0

èç êîòîðîãî ñëåäóåò
x̃ = (HTH)−1HT z = H+z

Ìàòðèöà H+ = (HTH)−1HT íàçûâàåòñÿ ïñåâäîîáðàòíîé. (Ìàòðèöà HTH íåâûðîæäåíà,
ïîñêîëüêó ìàòðèöà H � ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà).

Ïðèìå÷àíèå. Èñïîëüçîâàíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà

J = (z −Hx)T
C (z −Hx)

ãäå C � ñèììåòðè÷åñêàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì
âûøå ðàññìîòðåííîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðè ýòîì ìàòðèöà C èãðàåò ðîëü
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â ïðîñòðàíñòâå íåâÿçîê r.

Äèñêðåòíûé ôèëüòð Êàëìàíà

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè ïîä÷èíÿåòñÿ
óðàâíåíèþ:

xj+1 = Φjxj + qj ,

ãäå xj � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè tj ; qj � äèñêðåòíûé áåëûé øóì ñ èçâåñòíîé
èíòåíñèâíîñòüþ � êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöèåé Qj ; Φj � èçâåñòíàÿ ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà.
Çàäàíû x̃0 = M [x0], P0 = M [(x0− x̃0)(x0− x̃0)T ]. Â ìîìåíò âðåìåíè j = 0, 1, 2, . . . ïîñòóïàåò
èíôîðìàöèÿ z0, z1, z2, . . .:

zj = Hjxj + rj .

Ïîãðåøíîñòü èíôîðìàöèè rj � íå êîððåëèðîâàííûé âî âðåìåíè âåêòîð ñ íóëåâûì ñðåä-
íèì è èçâåñòíîé èíòåíñèâíîñòüþ Rj : M [rirT

j ] = Rjδij . Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì M [xir
T
j ] = 0.

Òðåáóåòñÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè j ïîëó÷èòü îöåíêó x̃j , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì
ëèíåéíîñòè, íåñìåùåííîñòè, îïòèìàëüíîñòè (óñëîâèþ ìèíèìóìà äèñïåðñèè îøèáêè îöå-
íèâàíèÿ). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
x̃−j = M [x/z0, z1, . . . , zj−1] � àïðèîðíàÿ îöåíêà âåêòîðà x â ìîìåíò âðåìåíè j, èñïîëüçóåò
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èçìåðåíèÿ z0, . . . , zj−1;
x̃+

j = M [x/z0, z1, . . . , zj ] � àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà âåêòîðà x â ìîìåíò âðåìåíè j, èñïîëüçóåòèçìåðåíèÿ z0, . . . , zj ;
P−j � àïðèîðíàÿ îöåíêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû âåêòîðà x â ìîìåíò âðåìåíè j;
P+

j � àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû âåêòîðà x â ìîìåíò âðåìåíè j.
Îïðåäåëåíèå 5.8. Äèñêðåòíûì ôèëüòðîì Êàëìàíà íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì îöå-

íèâàíèÿ, îïèñûâàåìûé ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:
1) ýòàï èíèöèàëèçàöèè

x̃−0 = x̃j

P−0 = P0

2) ýòàï êîððåêöèè
x̃+

j = x̃−j +Kj(zj −Hj x̃
−
j )

Kj = P−j H
T
j (HjP

−
j H

T
j +Rj)−1

P+
j = (E −KjHj)P−j

3) ýòàï ïðîãíîçà
x̃−j+1 = Φj x̃

+
j

P−j+1 = ΦjPj + ΦT
j +Qj

Òåîðåìà 5.1. Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé: Φj = Φ = Const, Qj = Q =
Const, Rj = R = Const. Îáîçíà÷èì B ìàòðèöó, ÿâëÿþùóþñÿ êâàäðàòíûì êîðíåì ìàò-
ðèöû Q: Q = BBT . Ïóñòü ïàðà (Φ,H) � íàáëþäàåìà, ïàðà (Φ, B) � óïðàâëÿåìà. Òîãäà ïðè
áåñêîíå÷íîì âðåìåíè íàáëþäåíèÿ:
1) ñóùåñòâóþò P−∞, P

+
∞,K∞, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè

P−∞ = ΦP+
∞Φ +Q

P+
∞ = (E −K∞H)P−∞
K∞ = P−∞H

T (HP−∞H)−1

2) óðàâíåíèÿ îøèáîê îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí ∆x−j = xj − x−j , ∆x+
j = xj − x+

j

∆x−j+1 = Φ∆x+
j + qj

∆x+
j = (E −K∞H)∆x−j −K∞rj

òàêîâû, ÷òî ïðè qj = 0, rj = 0 âûïîëíåíî ∆x−j ,∆x
+
j → 0(j →∞).

Íåïðåðûâíûé ôèëüòð Êàëìàíà

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ ëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïîâåäåíèå êîòîðîé îïèñûâà-
åòñÿ âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ:

ẋ(t) = A(t)x(t) + q(t),

ãäå q(t) � íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ òèïà áåëîãî øóìà:
M [q(t)] = 0, M [q(t)qT (s)] = Q(t)δ(t− s), Q(t) ≥ 0.

Òàêæå èçâåñòíû
x̃(t0) = M [x0(t)], P (t0) = M [(x(t0)− x̃(t0))(x(t0)− x̃(t0))T ] ≥ 0.

Íà èíòåðâàëå [t0, t] íåïðåðûâíî ïîñòóïàåò èíôîðìàöèÿ:
z(t) = H(t)x(t) + r(t),

20



ãäå ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé r(t) � íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ òèïà áåëîãî øóìà:
M [r(t)] = 0, M [r(t)rT (s)] = R(t)δ(t− s), R(t) > 0.

Êðîìå òîãî ∀t ≥ t0
M [x(t0)qT (t)] = 0, M [x(t0)rT (t)] = 0

è ∀t, s
M [r(t)qT (s)] = 0

Òðåáóåòñÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ t0 îïðåäåëèòü îöåíêó x̃(t), óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèÿì ëèíåéíîñòè, íåñìåùåííîñòè è îðòîãîíàëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5.9. Íåïðåðûâíûì ôèëüòðîì Êàëìàíà íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì îöå-
íèâàíèÿ, îïèñûâàåìûé ñîîòíîøåíèÿìè:

˙̃x = Ax̃+K(z −Hx), x̃(t0) = x̃0,
K = PxH

TR−1,

Ṗx = APx + PxA
T +Q− PxH

TR−1HPx, Px(t0) = P0

Ïðèìå÷àíèå. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöó îøèáîê
îöåíêè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ðèêêàòè.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü P (t) � ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ è îãðàíè÷åííàÿ äëÿ âñåõ
t > t0 ìàòðèöà (σ2

1E < P (t) < σ2
2E, σ1,2 = const), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Ðèêêàòè:
Ṗ = AP + PAT +Q− PHTR−1HP.

Òîãäà îäíîðîäíîå óðàâíåíèå îøèáîê

∆ẋ = (A−KH)∆x

óñòîé÷èâî. Åñëè ïàðà (A,H) � íàáëþäàåìà, òîãäà ýòî óðàâíåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâî.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü P1, P2 � äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè

Ṗ = AP + PAT +Q− PHTR−1HP,

ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì âîçìîæíûì íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì P1(t0) è P2(t0). Ðåøåíèÿ îä-
íîðîäíûõ óðàâíåíèé

∆ẋ = (A− P1H
TR−1H), ∆ẋ = (A− P2H

TR−1H)

óñòîé÷èâû (ñîîòâåòñòâåííî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû). Òîãäà ðàíîñòü |P1−P2| îãðà-
íè÷åíà (ñîîòâåòñòâåííî |P1 − P2| → 0 ïðè t→∞).

Òåîðåìà 5.4. Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé: A,H,Q,R− const. Ïóñòü ïàðà
(A,H) � íàáëþäàåìà, ïàðà (A,B) � óïðàâëÿåìà (çäåñü BBT = Q), òîãäà
1) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå óñòàíîâèâøååñÿ ðåøåíèå P∞ óðàâíåíèÿ Ṗ = AP + PAT −
Q+ PHTR−1HP , limt→∞ P (t) = P∞, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ

AP∞ + P∞A
T −Q+ P∞H

TR−1HP∞ = 0

2) îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
∆ẋ = (A− P∞H

TR−1H)∆x

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

21



Ïðèìåð 1. Ìåòîäîì êàëìàíîâñêîé ôèëüòðàöèè ïîñòðîèòü îöåíêó x̃ âåëè÷èíû x
è íàéòè îøèáêó σ∆x îöåíêè â ìîìåíò âðåìåíè t = 1:

ẋ = −x+ q, M [q] = 0, M [q(t)q(s)] = δ(t− s)
z = x+ r, M [r] = 0, M [r(t)r(s)] = δ(t− s)
µx(0) = 1, σx(0) = 1, z(0) = 2

Ðåøåíèå:
Îöåíêà x̃(1) íàõîäèòñÿ â äâà ýòàïà. Ïåðâûé ýòàï - ýòàï êîððåêöèè àïðèîðíîé èíôîðìàöèè,
äîñòóïíîé â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, ïî äàííûì èçìåðåíèÿ z(0) = 2 â òîò æå ìîìåíò âðå-
ìåíè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x̃−(0) = µx(0), P−(0) = σ2

x(0), H = 1, Q = 1, R = 1, âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëàìè ýòàïà êîððåêöèè äèñêðåòíîãî ôèëüòðà Êàëìàíà:

K = P−(0)HT (HP−(0)HT +R)−1 = 1/2,
P+(0) = (1−KH)P−(0) = 1/2,
x̃+(0) = x̃−(0) +K(z(0)−Hx̃−(0)) = 3/2.

Âòîðîé ýòàï � ýòàï ïðîãíîçà íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü
óðàâíåíèå

µ̇x = −µx

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè µx(0) = x̃+(0) è ïîëó÷èòü çíà÷åíèå µx(t) ïðè t = 1. Ðåøåíèå
äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èìååò âèä

µx(t) = x̃+(0)et =
3
2
et

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 ïîëó÷àåì x̃ = µx(1) = 3
2e. Êîâàðèàöèÿ îøèáêè îöåíêè óäîâëåòâî-ðÿåò äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ:

Ṗ = AP + PAT +Q.

Ðåøèâ äàííîå óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè P+(0), ïîëó÷èì
P (t) = e−2t +

1
2
.

Òàêèì îáðàçîì, â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 ïîëó÷àåì P (1) = e−2 + 1
2 . Îòñþäà

σ∆x =

√
e−2 +

1
2
.
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